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Vorwort des Herausgebers

Die vorhegende Dissertation von Herrn Dr.-Ing. Belz wurde von mir in unsere Mittei:
lungsrexhe aufgenommen, da sie in enger Zusammenarbeit der Institute fiir Mechanik
(Bauwesen) u.nd Geotechnik entstand und von mir als Mitberichter in ihrem geotechni-
schen Teil betreut wurde. Ihre aufschluBreichen Ergebnisse mogen dazu dienen, den
Einsatz bodendynamischer Priifmethoden im Feld zu erweitern, indem der Schwingungs-
erreger selbst als Priifmaschine eingesetzt wird. Herr Belz hat diesen interessanten
Testfall analytisch untersucht und damit die Mdglichkeiten und Grenzen des Verfah-
rens ausgeleuclitet. Es ist zu wiinschen, da$ die experimentelle Verifizierung dank dieser
tiberzeugenden Vorarbeit nun von der Bodendynamik geleistet werden kann. '

Smoltczyk



Zum Geleit

Die dynamische Ermittlung von Bodenkennwerten diirfie zu den jiingsten experimentel-
len Vor-Ort-Verfahren der Bodenmechanik gehdren. Dabei werden gezielt Wellenaus-
breitungsvorginge im Boden untersucht und die Ergebnisse zur Ermittlung der interes-
sierenden Kennwerte herangezogen.

Grundsatzlich handelt es sich hierbei um folgende Aufgabe: Ein Erreger entsendet
eine Welle in den Boden, die von einem geeignet angebrachten Empfanger registriert
wird. Nun ist es zunichst offen, wo der Empfinger relativ zum Erreger plaziert wird,
und man kann sich auf den extremen Standpunkt stellen, daB der Empfanger mit dem Er-
reger identisch ist, denn mifit man die Eigenbewegung des Erregers, so ist diese natiirlich
gleichfalls abhingig von den Eigenschaften des Bodens, auf dem er gebettet ist. Es mufl
also maglich sein, die Bodenkennwerte direkt aus der Systemantwort des Erregers zu be-
stimmen, was eine nicht unbetrachtliche Vereinfachung des Versuchsaufwandes bedeutet.

Diesem Grundgedanken wurde am Institut fir Mechanik (Bauwesen) schon in der
ersten Halfte der 70er Jahre nachgegangen, und erste experimentelle Ergebnisse haben
die Vermutung iiber die Brauchbarkeit einer solchen Versuchsanordnung voll bestitigt.
Herr Belz hat seine Arbeit der genaueren Untersuchung dieses Verfahrens gewidmet

und dessen Anwendung auf eine elastische sowie eine viskoelastische Bodenschicht voll
ausgearbeitet.

Dem Verfahren sind allerdings keine prinzipiellen Grenzen seitens der stofflichen Klas-
sifikation des Bodens gesetzt, und natiirlich kann der Boden auch auf andere Art als durch
Vertikalschwingungen erregt werden.

Mogen die Ergebnisse von Herrn Belz den AnstoB geben zu weiteren Arbeiten im
Zusammenhang mit dem von ihm untersuchten Verfahren zur Ermittlung dynamischer
Bodenkennwerte. Die Flexibilitit des Verfahrens ladt dazu férmlich ein.

H. Bednarczyk
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Kurzfassung

Nach einer kurzen Einfihrung in die Baugrunddynamik und die dort verwendeten Boden-
modelle und Stoffgesetze werden die in Deutschland {blichen dynamischen Bodenerkun-
dungsverfahren knapp erlautert.

Anschlieflend wird das Prinzip eines neuen Versuchs zur Ermittlung bodendynami-
scher Kennwerte vorgestellt, bei dem die Antwort des Systems Erreger-Boden direkt am
Erreger gemessen wird.

In begleitenden theoretischen Untersuchungen wird das Problem “Schicht auf starrem
Untergrund bei Vertikalerregung an der Oberfliche” weitgehend analytisch geldst, wobei
zundchst fiir die Schicht ein elastisches, dann ein viskoelastisches Stoffgesetz — der lineare

Standardfestkorper mit volumentreuem Kriechen — angesetzt wird.

Mit einem speziell dafiir entwickeltem FORTRAN-Programm ausgefithrte Parameter-
variationen zeigen die Auswirkungen vor allem der Erregerfrequenz, der Schichtdicke und
der Querdehnzahl auf die komplexe Steifigkeit und auf die Amplitude.

In weiteren Kapiteln wird gezeigt, wie sich die Ersatzparameter des eindimensionalen
viskoelastischen Modells bestimmen lassen und wie sich die Energie in einer elastischen
Schicht ausbreitet. Bemerkungen zur Dimpfung und zu Wellen und deren Geschwindig-
keiten erginzen den Text.



Summary

The introduction to soil dynamics and the soil models and constitutive equations nsed
therein is followed by a brief explanation of the dynamic soil determination tests usually
applied in Germany.

Then the basis of a new test to determine dynamic soil properties is presented, in
which the response of the vibrator-soil system will be measured directly at the vibrator.

In accompanying theoretical analyses the problem “stratum on rigid subsoil with
vertical excitation on the surface” is solved analytically, to a large extend, assuming
firstly the stratum as elastic and then as viscoelastic - using the so—called linear standard
solid with volume-constant creeping.

Parameter variations which are performed by means of an especially developed FOR-
TRAN program render possible to study the effects of the vibrator frequency, the depth
of the stratum, and the Poisson’s ratio on both the complex stiffness and the amplitude.

Further chapters show how the equivalent parameters of the one-dimensional visco-
elastic model can be determined and how energy propagates through an elastic stratum.

The text is completed by remarks on damping and on stress waves and their velocity.
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Zusammenfassung (1)
Ziele, Ubersicht und Abgrenzung

Die Ziele meiner Untersuchungen waten:

1. die Vermutung zu einer neuen Ermittlungsmethode dynamischer Bodenkennwerte
durch Vorversuche zu bestitigen,

2. theoretische Untersuchungen mit einem geeigneten mathematischen Modell durch-
zufiihren und damit

3. den Weg zur Entwicklung eines Standardversuchs zu ebnen.

In den Kapiteln 1 und 2.1 wird eine Einfﬁh;ung in die Baugrunddynaxhik und in die
bisher verwendeten Methoden der dynamischen Baugrunderkundung gegeben, bevor in
Kapitel 2.2 das neue Verfahren vorgestellt wird.

Neu an dem Verfahren ist nicht, da8 die Antwort eines mittels Rittler erregten Bo-
densystems gemessen wird, neu ist die Messung direkt am Riittler.

Auch die Analyse im Frequenzbereich ist in der Dynamik gingig, neu ist die Anwen-
dung der Spektralmethode in diesem Bereich der Baugrunddynamik.

Die theoretischen Untersuchungen im Kapitel 3 bilden den Hauptteil dieser Arbeit.
Berechnungen wurden fiir eine unendlich ausgedehnte Schicht mit zwei verschiedenen
Stoffgesetzen — dem elastischen und dem viskoelastischen — weitgehend analytisch vor-
genommen. Dabei wurde die Lasung des elastischen Problems auf eine dem Ingenieur
naheliegende Art gewonnen (siehe Anhang zu Kapitel 3.3.2).
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Die Verwendung des linearen Standardfestkérpers ist neu in der Baugrunddynamik.
Daher wird dessen Herleitung den iiblichen Methoden gegeniibergestellt (Kapitel 3.4.1
und 3.4.2). Zum wichtigen Effekt der Dimpfung folgen in Kapitel 3.4.3 einige Bemer-
kungen.

Die bei der Ldsung verwendeten mathematischen Methoden sind nicht neu, aber
ihre Anwendung auf vorliegende Fragestellungen ist es teilweise, so daf sie im jeweiligen
Zusammenhang kurz eingefiihrt werden. Die den in Kapitel 6 dargestellten Variationen
der Parameter zugrunde liegenden Losungen sind neu bzw. in dieser Form neu.

Auf die vielfach iibliche eindimensionale Vergleichsrechnung wurde beim elastischen
Problem verzichtet, nicht jedoch beim viskoelastischen (Kapitel 4); der Vergleich der
Ldsungen im Bildraum ist neu.

Ebenfalls neu sind die Ausdriicke, die fiir die Energieausbreitung in einer Schicht
entwickelt wurden (Kapitel 5); sie liefern Ansatze zur Trennung von geometrischer und
Materialdimpfung.

Die einzelnen Parameter wurden soweit variiert, da Tendenzen abgelesen werden
kdnnen und die Zuordnung zu den Versuchen erfolgen kann (Kapitel 7).

Die Entwicklung eines Standardversuchs und des zugehorigen spezifizierten Rittlers
sowie die dazu nétige Losung des inversen Problems waren nicht Thema dieser Arbeit;
ein entsprechender Forschungsantrag an die DFG wurde leider trotz Empfehlung von
Dr.-Ing. KRAMER, Obmann des Arbeitskreises “Baugrunddynamik”, nicht genehmigt.

Mein Wunsch bei der Wah! dieses Themas war, mit den theoretischen und experi-
mentellen Methoden der Mechanik ein Problem mit praktischem Nutzen zu ldsen.

18



Kapitel 1
Baugrunddynamik

Bevor ich zum eigentlicﬁen Thema dieser Arbeit komme, méchte ich es im ersten Kai)itel
einordnen und daher die Baugrunddynamik soweit wie notig darstellen.

Sie ist kaum &lter als 50 Jahre und selbstverstindlich keine eigene Dynamik, sondern
eine arigewandte Wissenschaft, die mehr als andere Bereiche der Mechanik auf Erfah-
rungen aus der Praxis und auf Experimente angewiesen ist.

Thre eigenstandige Rolle erhielt sie aus der Tatsache, daB der anstehende Boden als
Baugrund meist nicht genau beschrieben werden kann, weil er in der Regel ein inhomo-
genes, anisotropes, nichtlineares Mehrstoffsystem ohne glatte Rinder darstellt.

Als Begriinder der Baugrunddynamik nennt LORENZ in seinem Buch “Grundbau-
Dynamik” [54] A. HERTWIG. Weitere Namen aus der Anfarigszeit, den 30er Jahren,
sind RAUSCH [67], H. und E. REISSNER; letzterer verfaBte 1936 einen auch heute noch
haufig zitierten Artikel [68].

Zu den fachlichen Ahnen kann neben der Bodenmechanik u.a. die Seismologie gezahlt
werden, von deren Arbeiten auf dem Gebiet der Erdbebenforschung (2.B.-[50],[73]) die
Baugrunddynamiker profitierten und profitieren. Erdbeben stellen fiir Dynamiker aber
nur eine spezielle Art der Erregung dar.’

In den letzten 20 Jahren hat die Forschungstatigkeit auf dem Gebiet der Baugrund-
dynamik stark zugenomrnen, vor allem im theoretischen Bereich [49].

1980 wurde von der Deutschen Gesellschaft fiir Erd- und Grundbau e.V. (DGEG) ein
Arbeitskreis “Baugrunddynamik” (AK 9) eingerichtét, der u.a. die Verdffentlichungen
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20 KAPITEL 1. BAUGRUNDDYNAMIK

auf diesem Gebiet zusammenfassen und Empfehlungen fiir die Praxis erarbeiten soll, die
demnichst erstmals erscheinen.

1.1 Aufgabenstellungen

Die Baugrunddynamik befaBt sich mit der Bauwerk-Baugrund-Wechselwirkung, also mit
den Bewegungen des Baugrunds und den dabei entstehenden Kraften im Baugrund und
in den Bauwerken. Die Ursachen dieser Bewegungen sind vielfaltig, wobei die praktisch
vorkommenden Fille sich hinsichtlich des Erregungsortes einteilen lassen in

e interne Erregung (z.B. Maschinenfundamente) und

e externe Erregung (z.B. Erschiitterungen infolge von Verkehr, Baugeraten, Erdbe-
ben u.a.).

Vor allem das zweite Teilgebiet erlangte wachsende Bedeutung, wofiir KRAMER [49]
verschiedene Griinde aufzihlt. Die Fragestellungen in der Baugrunddynamik betreffen

o die Erschiitterungsquelle,
¢ die Wellenausbreitung sowie

e die ﬁbertragungswirkung Baugrund-Bauwerk und umgekehrt.
Weiterhin interessieren die Auswirkungen der Bewegungen sowohl

¢ im Kurzzeitverhalten, z.B. bei der Ermittlung von Immissionsdaten auf Bauteile
Gerite und Menschen, als auch

£

e im Langzeitverhalten, z.B. Verdichtung oder Auflockerung des Baugrunds.

Um Aussagen Giber Spannungs- und Verschiebungsfelder in einem Kontinuum (als
solches soll hier der Boden - wie hiufig fiblich - betrachtet werden) infolge von Bela-
stungen machen zu kénnen, werden MaterialkenngréBen benstigt. Die Ermittlung dieser
Materialkennwerte, speziell der in der Baugrunddynamik verwendeten dynamiscken Bo-
denkennwerte G4, v und 1, ist ein weiteres Teilgebiet, zu dem diese Arbeit einen Beitrag
leisten soll. In Bild I sind die Aufgaben zusammengestellt.
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Bild 1: Aufgabenstellungen der Baugrunddynamik
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I Fc:’m
mz+ kz+4cz= Fefit
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J k  global
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T A Erregergrundfliche

Bild 2 a: Massenpunkthypothese

Da die verwendeten Bodenkennwerte von der Wahl des mathematischen Modells und
des Stoffgesetzes fiir den Boden abhingen, werden diese in den nachsten beiden Kapiteln
kurz dargestelit.

1.2 Bodenmodelle

Der Boden lifit sich je nach Aufgabenstellung mathematisch auf verschiedene Arten
abbilden.

Das einfachste Modell ist das des Einmassenschwingers mit Feder und Dimpfer
{“Massenpunkthypothese”; Bild 2 a). Dieses Modell wird haufig zu Vergleichsrechnun-
gen herangezogen, vor allem bei Untersuchungen an Maschinenfundamenten.

EHLERS [25] schlug 1942 vor, die Federkonstante ¢ und die Dimpferkonstante k aus
dem Gedankenmodell “Vertikalschwingung eines Kegelstumpfs” zu gewinnen (Bild 2 b).
Weiterentwicklungen dieses Modells finden sich z.B. bei SCHIMMERL 1967 [72], VELET-
sos und WEI 1974 [83] sowie bei GAUL 1982 {31].

Am hiufigsten findet man als Modell jedoch den Halbraum, speziell den mit einem
elastischen Medium ausgefiillten. E. REISSNER hat ihn in seiner Arbeit [68] zum er-
sten Mal auf den Baugrund angewandt. Viele andere folgten; einige davon sind in der
Zusammenstellung [71] aufgefiihrt.
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mb = EAZL 4+ Fe
5= (3% +52)

->S_+ %dz

- Bild 2 b: ERLERS-Hypothese

Seit einiger Zeit versucht man, den in Wirklichkeit meist geschichteten Boden durch
ein Schichtmodell (Bilder 2 ¢ und d) besser darzustellen, z.B. in [7],[17],{33] und [86].

Die bisher genannten Modelle werden vor allem fiir theoretische Untersuchungen
verwendet wie beispielsweise zur Feststellung der Impedanzfunktionen bei Parameterva-
riation [56].

Bei Aufgabenstellungen aus der Praxis mit gegebenen Abmessungen und ermittel-
baren Bodenkennwerten werden bevorzugt Elementverfahren angewandt wie etwa im

Computerprogramm FLUSH [58].
Dabei werden zwei Methoden grundsitzlich unterschieden [18]:

o die direkte Methode (Bild 2 ¢), bei der Bauwerk und_Baugruhd gleichzeitig in einem
Netz — meist Finiter Elemente — dargestellt werden,.sowie

o die Substrukturmethode (Bild 2 f), bei der das Bauwerk vom Baugrund getrennt
und mit den {iblichen baudynamischen Methoden untersucht wird.
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Bild 2 ¢: Schicht auf Halbraum Bild 2 d: Mehrschichtenmodell
oder auf starrem Untergrund

£
G

Finite Elemente
(2-D, 3-D)

Bild 2 e: Direkte Methode Bild 2 f: Substrukturmethode
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Finite Elemente Semifinite Elemente

FE + Uberginge Randelemente

Bild 2 g: Abbildung des Baugrunds bei der Substrukturmethode

Der Baugrund selbst kann dann mit vers_cilied_enen Elementen untersucht werden
(Bild 2 g): Finite Elemente (z.B. [46] oder [59]), Semifinite Elemente (nach [85]), Hy-
bride Methoden (Finite Elemente mit Ubergingen in den Halbraum; z.B. in [81]) oder
Randelemente (vor allem bei [3],[42],{62] und [63]). AnschlieBend erfolgt die Kopplung
der Unterstrukturen. .

1.3 Stoffgesetze

Der Baugrund ist nicht wie z.B. der Stahl ein Rezeptwerkstoff, dessen Elastizitatsgrenze,
Proportionalititsgrenze und Bruchgrenze aus Versuchen ziemlich genau, d.h. ohne grofe
Streuung ermittelt werden kénnen.

Fiir Béden verwendet man Stoffgesetze, die der Aufgabenstellung und der gewiinsch-
ten Aussagekriftigkeit der Ergebnisse angepaBt sind. Mathematisch am leichtesten zu
bearbeiten ist das Stoffgesetz mit linearer Elastizitit, also Proportionalitit zwischen
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elastische Parameter
tana = G, v, p

Y Feder

Bild 3 a: Elastisches Stoffgesetz

Spannungen und Verzerrungen (Bild 8 a).

Im Boden wird jedoch neben dem elastischen auch plastisches Verhalten beobachtet,
was ebenso zu bleibenden Verformungen fithrt wie Bruchvorginge, wie sie nach Uber-
schreiten der Bruchbedingung (z.B. nach CouLoMB; Bild 3 b nach [77}) auftreten.

Zeitabhangige Vorginge wie Konsolidation spielen in der Bodenmechanik ebenfalls
eine Rolle (Bild 3 ¢ nach {77)).

Die bisherigen Stoffgesetze gelten fiir statische und quasistatische Belastungen. Fiir
nichtstatische Vorgange werden neben den elastischen und plastischen Eigenschaften des
Bodens auch dessen Dampfungswirkung bei Erregung beriicksichtigt, meist alternativ
als viskose Dampfung (Bild 8 d) oder als hysteretische Dimpfung. Niheres hierzu siche
Kapitel 3.4.1.

Bilder 3 e und f zeigen zwei in der Baugrunddynamik angewandte elastoplastische
Stoffgesetze [76).

Inhomogenititen wurden in theoretischen Untersuchungen bereits ebenso beriicksich-
tigt (8],[9],{10,{72] wie Anisotropieeigenschaften [32].

Hier wurden nur die Stichwdrter angesprochen; zur weiteren Vertiefung siehe z.B.
Grundbau-Taschenbuch [55] und die dort angegebene Literatur.
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Bild 8 d: Viskoelastisches Stoffgesetz
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Bild 3 e: Belastungszweig des elastoplastischen Stoffgesetzes nach HARDIN-DRNEVICH
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Bild 3 f: Elastoplastisches Stoffgesetz nach RAMBERG-0SGOOD fir die Riickgratkurve
der Hysterese
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Kapitel 2

Experimentelle Ermittlung
dynamischer Bodenkennwerte

Es gibt zwei grundsatzlich verschiedene Methoden, Bodenkennwerte zu ermitteln:: einer-
seits durch Untersuchung einer Bodenprobe im Labor, andererseits durch Feldversuche.

Im Labor erhilt man'im Rahmen der Untersuchungsmethode-genaue Werte fiir ein-
zelne Punkte im Untergrund, falls die Probe ungestort bleibt; iiber andere Punkte kann
man dann hochstens Wahrscheinlichkeitsaussagen nach der Stichprobentheorie machen.

Im Feld erhélt man {iber einen Bereich gemittelte Werte.und hat Schwierigkeiten bei
der Interpretation der Ergebnisse, die um so gréfer sind, je ausgedehnter der erfafte
Berexch 1st Emen Beltra.g zur Behebung dieser Schwierigkeiten siehe z.B, in [79].

Dxes gilt fiir samthche Bodenkennwerte und aufgrund der bei kinetischen Vorgingen
zeitlich und &rtlich unterschiedlichen Bewegungszustande wohl in erhdhtem MaB fiir die
Bodenkennwerte bei dynamischer Bea.nspruchung '

.Die in der Baugrunddynamik vorzugsweise zu verwenciendex_x KenngroBen, die dyna-
mischen Bodenkennwerte, sind (u.a. nach Thesen des Arbeitskreises “Baugrunddyna-
mik”)

¢ dynamischer Schubmodul Gy und

-o Dampfungskapazitat 1. Diese beiden werden modifiziert auch gemeinsam als

o komplexer Schubmodul G (auch G*) mit Ableitungen von G als Real~ und ¥ als
Imaginirteil bezeichnet. Aufierdem wird die
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e Querdehnzahl v, seltener die dynamische Querdehnzahl v, verwendet}. Die dyna-
mische Querdehnzahl stellt wiederum den Realteil der

» komplexen Querdehnzahl & (auch »*) dar, die allerdings seltener verwendet wird,
weil ihr Imaginirteil ohne direkte physikalische Bedeutung ist.
Zusitzlich zu diesen Gréflen wird noch die

e Dichte p bendtigt. Sie wird, da sie eine relativ schwach variierende GroBe ist, meist
als konstant angesehen, ist aber eigentlich auch ein dynamischer Parameter.

Fir die dynamischen Bodenkennwerte wurden hiufig erhebliche Unterschiede zwi-
schen den Ergebnissen aus Feld- und denen aus Labormessungen festgestellt (z.B. [20]),
die darauf hindeuten, daB eine Stérung der Bodenprobe durch Entnahme aus der natirli-
chen Umgebung, durch Transport, Lagerung und Einbau in das Versuchsgerit, durch den
nicht zu reproduzierenden, weil unbekannten Spannungszustand vor Ort sowie durch die
Versuchstechnik selbst erfolgt, wodurch die dynamischen Eigenschaften signifikant be-
einflufit werden.

Zu erwihnen ist noch, da8 fiir den Bereich groBer Dehnungen weitere Bodenkennwerte
wie Liquefaktionspotential und dynamische Verdichtbarkeit ermittelt werden kdnnen, auf
die in dieser Arbeit nicht eingegangen wird.

2.1 Bekannte Verfahren

Die am hiufigsten verwendeten Verfahren werden kurz dargestellt. Ausfiihrlichere Be-
schreibungen findet man u.a. in [24),{36],[37],[45),[55] oder [69].

Im wesentlichen beziehen sich diese Verfahren auf die Ermittlung des dynamischen
Schubmoduls und der Dimpfung, wihrend die Querdehnzahl aus statischen Versuchen
gewonnen wird oder aber aus dynamischen Versuchen zur Ermittlung des Schubmoduls
{meist Messung der Wellengeschwindigkeiten) errechnet wird. Die Dichte wird mit den
lingst bekannten Methoden ermittelt, zumal fiir sie der statische Wert meist als konstant
angenommen wird.

#Nach DIN 1080 ist fiir die Querdehnzahl, englisch: POISSON’S ratio (eindimensional: —£,/€;), der
Buchstabe p vorgeschen, wihrend mit » deren Kehrwert, die PoissoNzah!, bezeichnet werden soll. Da
in der Mechanik aber  fiir eine der beiden LAMEschen Konstanten vorbehalten ist, wird hier weiterhin »
fiir die Querdehnzahl verwendet, wie es auch im englischsprachigen Raum &iblich ist. Die Verwendung
von v bzw. g ist auBerdem schulenabhingig.
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2.1.1 Laborversuche
Die Laborversuche werden oft in zwei Gruppen eingeteilt, in:

o dynamische Methoden und

e zyklische Methoden.

Bei den. dynamischen Methoden erfolgt der Spannungswechsel so schnell, daf die
Tragheitskrafte aus den Beschleunigungen der Probe von Bedeutung sind. Gemessen
werden Wellenlaufzeiten, Resonanzfrequenzen bei erzwungenen Schwingungen oder das
Abklingverhalten. Die verwendeten Gerite sind

¢ Resonant-Column-Gerit,

o Schwingtisch, und (allerdings selten)

o Ultraschallgerat [13].

Im Gegensatz dazu erfolgt bei den zyklischen Methoden der Spannungswechsel so
langsam, daf die Beschleunigungskrifte unberiicksichtigt bleiben konnen. Gemessen
werden Hystereseschleifen mittels folgender Gerite:

e zyklisches Dreiaxialgerat,

o zyklisches Simple-Shear-Gerit,

e zyklisches Torsionsschergerat,

o zyklisches Odometer.

Diese Gerite unterscheiden sich hauptsichlich in-der Art der eingeleitéten Spannungen:

Als Sta.ndardversuch kann der Resonant- Column-Versuch gelten, oft kurz ResCol ge-
nannt. Dabei wird eine zylindrische Probe i in Torsxonsschwmgungen um die Lingsachse
versetzt und die Rgsonanzftequenz festgestellt Da diese von der Scherwellengeschwindig-
keit ¢, abhingt, kann der Schubmodul errechnet werden. Beirm Ausschwingen 148t sich
auch noch die Materialddmpfung als logarithmisches Dekrement A ermitteln (Bild 4 a).

Als weiteres verbreitetes Gerit ist das Zyklische Dreiaxialgerit zu nennen. Dabei wird
eine Probe unter allseitigem Druck zusatzlich axial oder allséitig dynamisch belastet. Aus
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Bild { a: Resonant-Column-Gerét (rach [36])

der Messung der Lingsverformung 138t sich bei bekannter Querdehnzahl der Schubmodul
errechnen. Die Dampfung ermittelt man aus der Hystereseschleife (Bild § b).

Da die anderen Gerite seltener verwendet werden, wird hier auf eine Beschreibung
verzichtet. Die Auswertung ist jeweils hnlich wie bei einem der beiden beschriebenen
Gerite, lediglich die Probenform (Zylinder, Hohlzylinder oder Quader) und die Bean-
spruchungsart sind unterschiedlich.

Einen gewissen Vergleich verschiedener Labormessungen des dynamischen Schubmo-
duls findet man in {74].

2.1.2 Feldversuche

Wie bereits erwahnt, werden im Feld hiufig seismische Methoden angewandt. Dazu wer-
den alle Methoden gezahlt, bei denen Wellenlaufzeiten gemessen werden. Diese Wellen
werden meist durch Impulserregung erzeugt; andere Erregungen wie z.B. harmonische
Schwingungen eines elektromechanischen Erregers werden seltener verwendet.

Mit der Reflezionsseismik lassen sich vor allem Schichtgrenzen feststellen (Bild 5 a).

Mit der Refraktionsseismik ermittelt man bei einem bekannten Wellenweg und bei
gemessenen Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Kompressions— und der Scherwellenim-
pulse unter Annahme einer homogenen elastischen Schicht die beiden elastischen Kon-
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Bild 4 b: Zyklisches Dreiazialgerdt (nach (37])
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Aufnehmer
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Bild 5 a: Reflezionsseismik

stanten. Dabei wird an der Oberfliche erregt und auch an der Oberfliche gemes-
sen (Bild 5b).

Bringt man ein Bohrloch nieder, kann man entweder an der Oberfliche erregen und
unten messen (“Downhole”, Bild 5 ¢, a) oder im Bohrloch erregen und oben messen
(“Uphole”, Bild 5 ¢, b). Bei mehreren Bohrldchern kdnnen Erreger und MeBgerdt in
verschiedenen Tiefen jeweils auf der gleichen Hohe gehalten werden. Daraus erhalt man
ein Tiefenprofil der Wellengeschwindigkeiten (“Crosshole”, Bild 5 ¢, c).

An der Oberfliche des Bodens bilden sich RAYLEIGHwellen aus, die vermessen wer-
den konnen. Thre Geschwindigkeit ist durch die Scherwellengeschwindigkeit und die
Querdehnzahl ausdriickbar, so da sich wiederum die elastischen Konstanten bestim-
men lassen. Aussagen zur Dimpfung gewinnt man aus der Beobachtung der Disper-

sion (Bild 5 d).

Die bisher beschriebenen Untersuchungsmethoden im Feld sind auf kleine Dehnungen
beschrinkt. Etwas groflere Verformungen lassen sich mit harmonischen Schwingern erzie-
len. Diese kommen beim sogenannten Fundamentversuch und bei Resonanzmessungen
zum Einsatz. Beim Versuch an einem Modellfundament wird ein bestimmter Frequenz-

bereich mit dem Erreger durchfahren und das direkte Verhalten des Fundaments beob-
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Bild 5 b: Refraktionsseismik (nach [36])
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Bild 5 ¢: Bohrlochtechniken
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Ay, (Beispiel)

Aufnehmer

Erreger

Referenz—
aufnehmer

Erregen mit bestimmter Frequenz f;
Aufnehmer in bestimmtem Abstand Ar setzen,
dann Phasendifferenz Ay; von jedem
Aufnehmersignal zum Referenzsignal feststellen.
AR = (b
€R Ar-f
c -013 -cg (siehe Kapitel 6.1)

Bild 5 d: RAYLEIGHwellen-Dispersionsmessung (nach [36])
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Bild 5 e: Fundamentuversuch (Resonanzmessung)

achtet (Bild 5 ¢). Beim Resonanzversuch wird dann aus der niedersten Resonarnzfrequenz
auf die Dicke einer Bodenschicht geschlossen. (Siehe hierzu Kapitel 3.3.4.8).

Selbst mit Sprengungen oder mit dem RiickstoB einer Wasserkanone lassen sich nur
lokal groflere Verformungen erzielen, die Intensitat der elastischen Wellen 138t sich jedoch
nicht beliebig steigern.

2.1.3 Einsatz der Verfahren

Aus praktischen Erwagungen wire es wiinschenswert, wenn alle dynamischen Boden-
kennwerte in situ ermittelt werden kénnten.

'Da jedoch die erzielbaren Verformungen bei Feldversuchen geringer sind als bei
tatsichlich auftretenden Erschiitterungen z.B. durch Erdbeben, sind Laborversuche nicht
iiberflissig. Die Verzerrungsbereiche verschiedener Versuchsmethoden und realer Erre-
gungen sind in Bild 6 zusammengestellt (siehe [24],[75},[80] und [90]).

- Am besten verwendet man Feldversuche fiir die grofraumige Efmittling von Durch-
schnittswerten der dynamischen Eigenschaften und Laborversuche zur Untersuchung dés
Einflusses verschiedener Parameter. Beispielsweise hingt der dynamische Schubmodul
ab von
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Bild 6: Verzerrungsamplituden verschiedener Problemstellungen urd einiger Feld— und

Laborversuche (nach [80] und [90])
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o der Beschaffenheit des Bodens (Zusammensetzung der festen Bestandteile, Korn-
form, Sieblinie, Dichte, Konsistenz usw.),

¢ der mittleren effektiven Spannung o},
e der dynamischen Verzerrungsamplitude v, oder &4,

o der Anzahl der Belastungszyklen (vor allem bei grofien v4).

Interessiert nur der Nahbereich einer Erschiitterungsquelle, so 138t sich von den
erwihnten Verfahren lediglich der Fundamentversuch verwenden.

2.2 Ermittlung dynamischer Bodenkennwerte in

situ aus der Systemantwort des Erregers

2.2.1 Versuchsanordnung

Hier wird nun das Konzept eines Verfahrens vorgestellt, das Ergebnisse im Nahbereich
des Erregers liefert, ein modifizierter Fundamentversuch also, da z.B. hiufig ein lokaler
Dampfungswert benGtigt wird. Andere Anwendungen, beispielsweise die Feststellung
einer Schichtgrenze, sind ebenfalls denkbar.

Ein frequenzgeregelter Schwingungserreger (Rittler) wird auf die Oberfliche auf-
gesetzt. Nacheinander wird dann mit verschiedenen Frequenzen Q vertikal erregt. Die
Antwort des Systems Riittler - Boden wird in Form von Schwingbeschleunigungen direkt
an der Rittlerplatte abgenommen und analog aufgezeichnet (Bilder 7 a und b)

Die Antwort hangt vom gesamten System ab, weil der Boden riickwirkend den Erreger
beeinfluft (z.B. [41]). Aufgrund dieser Tatsache wird dieses Verfahren zur Baugrunder-
kundung vorgeschlagen.

2.2.2 Versuchsauswertung

Zur Systemidentifikation wird eine Analyse im Frequenzbereich bei Annahme eines dqui-
valenten Mehrmassenschwingers durchgefiihrt.
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Messung Aufzeichnung Auswertung im

Frequenzbereich

e
O

Bild 7 a: Mefanordnung des vorgeschlagenen Versuchs

Bild 8 zeigt die Spektren von Messungen in einer sandgefiillten Versuchsgrube (Ab-
messungen 6 x 10 m, 4 m tief) bei gleichemn Sand mit unterschiedlichen Lagerungsdichten
und Wassergehalten.

Fiir diesen Vorversuch wurde mit einem handelsiiblichen Straflenriittler (Typ Vibro-
max ATN 2000) erregt, die Auswertung der an der Riittelplatte abgenommenen Be-
schleunigungen erfolgte mit einem Frequenzanalysator (Typ hp 5423 A). In Bild 7 b sind
die bendtigten Gerite zusammengestellt.

Die Maximalamplitude des Riittlers ergab sich bei unterschiedlichen Frequenzen.
Dies beruht nicht allein auf den unterschiedlichen Systemeigenschaften, sondern auch
darauf, daf der Rittler nicht frequenzkonstant sondern leistungskonstant erregte. Die
Leistung ist aber (ohne Beriicksichtigung der Amplitude) proportional der Erregerfre-
quenz und der Dampfung sowie umgekehrt proportional der Federung:

L~ Qke™t,
Also ist bei L = const und & sowie ¢ # const auch § # const,

Aus dem Auto-Leistungsspektrum kann in Abhingigkeit von der Frequenz die Damp-
fungskapazitdt () als Gesamtwert Gber ein unbestimmtes Volumen z.B. iiber die Halb-
wertsbreite ermittelt werden (Bild 9). Die Annahme eines iquivalenten linearen Damp-
fungsmafles hierbei wird in Kapitel 3.4.3 naher begriindet.
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Bild 8: Autospektren aus zwei Messungen bei Sand verschiedener Lagerungsdichte
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Aus Bild 8 ersicht man deutlich, daB verschiedene Stoffeigenschaften zu verschiede-

nen Spektren fiihren. Der dichtere Sand zeigt klare Frequenzspitzen, die geringe Breite

der sogenannten “Peaks” deutet auf geringe Dampfung hin. Der Sand mit der gerin-
geren Dichte zeigt breitere Peaks, also groBere Dampfung, und mehrfache Spitzen, d.h.
benachbarte Frequenzen. Damit wird bestitigt, daB weichere Materialien stirker diamp-

fen als festere, bei ihnen wird - akustisch gesprochen - aus einem Ton mit Unter- und

Obertdnen durch “Verschmieren” tendenziell ein Rauschen.

Aus den Beschleunigungen ii, kénnen zum Vergleich mit den theoretischen Unter-
suchungen bei Annahme harmonischer Schwingungen die Verschiebungen u, ermittelt

werden:

u, = ,072
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Kapitel 3
Theoretische Untersuchungen

Keine Versuchsmethode kann ohne begleitende theoretische Untersuchungen entwickelt
werden.

Sie dienen zn Parameterstudien und zur Festlegung von Giiltigkeits— und Genauig-
keltsgrenzen der Methode

Da.s zu wihlende mathema.tlsche Modell muB8 den Versuch in den wesentlichen Ge-
setzmifigkeiten erfassen und darf nicht zu kompliziert sein, damit weder untergeordnete
Einfliisse-iberwiegen noch dxe Berechnungen zuni umfangrexchen Selbstzweck werden

Im vorhegenden Fall ex1st1eren Zwar zahlrelche baugrunddynamlsche Berechnungen
(siehe Kapitel 3.1), keine.dieser Losungen schien mir aber fiir die Ermittlung von-Schub-
modul, Dampfungskapazitit und Querdehnzahl soweit geeignet zu sein, daB sie als Ver-
gleich zu den Messungen herangezogen wurde. Ein viskoelastisches Stoffgesetz in der
von miir verwendeten Form lag bisher nicht vor. Lediglich die Lasung fiir die elastische
Schicht konnte mit einigen ver&ffentlichten Lasungén verglichen werden.

3.1 Klas'_siﬁz‘ieru'r;lg‘yon‘ Lésungen aus der Literatur

RUCKER stellte (auch fiir den Arbeitskreis Ba.ugrun‘dd:ynam-ik) eine Liste vorwiegend
analytischer Losungen von baugrunddynamischen Fragestellungen zusammen [71). ‘Diese
tabellarische Liste wird von ihm laufend erginzt und bestand Anfang 1986 aus 170 Li-
teratutstellen, erhebt aber keinen Anspruch auf Vollstindigkeit.

Er teilte diese Losungen nach folgenden Kriterien ein:

47
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Form der Last(einleitungs)fliche

Randbedingungen

mechanisches System

Erregungsrichtung

Ergebnisdarstellung

e variierte Parameter.

Als Lastflichen der dynamischen Belastung wurden u.a. verwendet: Punkt, Linie,
unendlicher Streifen, Kreis, Rechteck, Kreisring, mehrere Flichen, Geometrien aus der
Praxis.

AuBer mit Spannungsrandbedingungen wurde noch mit starren, niherungsweise star-
ren und flexiblen Lasteinleitungsbereichen gerechnet.

Als Systeme gingen ungeschichteter Halbraum, elastische Schicht auf starrer Unter-
lage, mehrere elastische Schichten und kompliziertere Gebilde in die Berechnungen ein.

Die Erregung erfolgte als vertikale oder horizontale Translation, als Rotation um die
vertikale oder die horizontale Achse (Torsion bzw. Kippen) und gekoppelt.

Die Ergebnisse wurden teils in asymptotischen Ausdriicken, teils in Verschiebungs—
oder in Impedanzfunktionen oder Frequenzgingen, teils unfertig angegeben.

Folgende Parameter wurden variiert: die dimensionslose Frequenz a, oder ein anderer
Frequenzparameter, die Querdehnzahl v, die bezogene Masse B,, die hysteretische (5)
oder die viskose (n) Dampfungskonstante, die Schichtdicke und, je nach Geometrie und
System, zusatzliche Grofen wie Einbettungsgrad, Verhaltnis der Scherwellengeschwin-
digkeiten und andere.

Mit dieser Ubersicht a8t sich fir einen speziellen Praxisbedarf hiufig eine angepafBte
Losung finden, obwohl selbstverstindlich von den méglichen Kombinationen nicht alle
vorliegen.
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3.2 Auswahl und Definition des Schwingungs-

systems und der Randbedingungen

Wie bereits erwahnt, ﬁbgrnehmt; ich keine dieser Lasungen; sie wurden auch alle fiir
einen anderen Zweck entwickelt In Kapif.el 3.3 wird allerdings die Art, wie manche
Autoren vorgehen, fir Teile. ‘meiner Losung ubernommen Die gesamte Untersuchung
fithre ich weitgehend analytlsch durch

Gewihlt wird eine unendlzch ausgedeh.nte ‘Schicht auf starrer Unterlage, um zwar die
Reflexionen'aus der Tiefe zit berucksxchtxgen aber trotzdem mit homogenen Randbedin-
gungen am unteren Rand arbeiten zu konnen.

Der Boden 1st aufgrund seiner Entstehung fast immer geschtchtet Das Schwingungs-
verhalten auf einer Schicht kann nach den Ergebnissen verschiedener Autoren (z.B. [7]
oder [36]) erst dann durch das Schwingungsverhalten auf dem Halbraum angenihert
werden, wenn die Schichtdicke dem fiinflachén Fundamentradius entspricht.

Von einer starren Unterlage kann bereits ausgegangen werden, wenn deren Schub-
modul viermal so groB ist wie der in der Schicht [70]. Haufig ist z.B. Fels unter einer
Schicht bmdlgen oder rolligen Bodens anzutreﬂ'en, diese Annahme ist also weltgehend
zutreffend. ‘ .

Die Schicht selbst wird als homogenes, -isotiopes Kontinuum angesehen, d.h. die Ma-
terialeigenschaften sind orts— und richtungsunabhingig.

" Diese Annahmen fiir den Boden sind selten reahmert. eine exaktere Beschrelbung
ist jedoch jeweils nur fiir einen begrenzt.en Anwendungsberelch mogllch Im vorliegen-
den Fall der Baugrunderkundung ohne Aufschluf-wire eine genauere Modelliering aber
ebenso “falsch”.

Der Erreger liefert — exakt in der Theorie, maglichst exakt in der Praxis — :
¢ harmonische Vertikalerregung bei
' konstanter Frequenz mit einer

¢ Kraftamplitude des Erregers, die proportional dem Quadrat der Frequenz ist (Zwei-
massen-Unwuchterreger). Daher entsteht auch

‘e-keine Komponente in horizontaler Richtung,
Die Erregung erfolgt auf einer :
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Durchmesser
2 a
F Erregerkraftamplitude Feii:bl
Q Erregerkreisfrequenz I starre Platte
-

Schichtdicke d

Bild 10: Modell fiir theoretische Untersuchungen

e starren Grundplatte mit Kreisquerschnitt, und zwar so, daB der Erreger
o nicht abhebt aufgrund des Verhaltnisses von Unwucht- zu Gesamtmasse und daf

o keine Oberwellen, z.B. durch ausgeschlagene Lager, entstehen.

Somit liegt insgesamt ein rotationssymmetrisches Problem vor. Bild 10 zeigt das fir die
theoretischen Untersuchungen gewiklte Modell.

Fiir den Mefvorgang wird noch angenommen:

o Die Dichte der Schicht bleibt wihrend der Messung konstant.
Diese Annahme ist vertretbar, weil die Variation der Dichte auf das Schwingungs-
verhalten hier unerheblich ist.

¢ Die statische Vorbelastung der Schicht durch den Erreger wird in den Berechnungen
nicht oder erst nachtriglich berficksichtigt.

¢ Der Vorgang verliuft auBerdem isotherm. Hierbei wird ja nicht eine Tempera-
turabhingigkeit von Bodenkennwerten geleugnet, es wird vielmehr eine konstante
Temperatur wahrend der Schwingung angenommen.
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Folgende Randbedingungen werden den Berechnungen zugrunde gelegt:

o Normalspannungsverteilung unter der Platte wie im statischen Fall (Bild 11, a),
o Reibungsfreiheit zwischen Platte und Schicht,
. Spann\ihgsfreiheit am oberen Schichtrand aufierhalb der Platte,

» Verschiebungsfreiheit am unteren Rand der Schicht.

Die dritte Annahme entspricht im freien Feld der Realitit, die letzte Annahme spiegelt
den héufigen Fall des Haftens der Schicht am Untergrund wider.

Uber die Verteilung der Normal- und der Sc.:hubspannungen unter der Platte lie-
gen fiir den dynamischen Fall keine gesicherten Erkenntnisse vor. Vermutlich trifft am
ehesten eine Verteilung wie in Bild 11, c) zu. Bei der realistischen Annahme einer kon-
stanten Vertikalverschiebung unter der Platte ergébe sich am oberen Rand ein gemischtes
Randwertproblem mit schwer zuginglicher Losung.

Die getroffene Annahme zur Normalspannungsverteilung nihert — mindestens im
betrachteten Frequenzbereich — die Verschiebungskonstanz ausreichend an und ist ma-
thematisch nicht schwieriger zu handhaben als Spanmingskonstanz (Bild 11, b), siehe
hierzu [17},[86] und meine Anmerkung in Kapitel 3.3.3).

Die schubspannungsfreie Verschiebungsméglichkeit unter der Platte ist bei Verwen-
dung einer Stahlplatte mit glatter Unterseite als gerechtfertigt anzusehen und trigt we-
sentlich zur mathematischen Vereinfachung bei [17].

Anfangsbedingungen missen nicht formuliert werden, da fir die Messung der einge-
schwungene, stationire Zustand vorausgesetzt wird.

Fiir das Bodenmaterial der Schicht werden zunichst elastische Eigenschaften ange-
nommen (Kapitel 3.3), da hierfiir Vergleichslésungen z.B. in [17],[56],[86] und anderen
Artikeln der in Kapitel 3.1 erwahnten Liste vorliegen.

Die Losung des elastischen Problems dient dans als Grundlage, um daraus mit Hilfe
des Korrespondenzprinzips: die Lésung fir die viskoelastische Schicht zu finden {Kapi-
tel 3.4).
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Bild 11: Spannungsverteilung unter einer Platie

3.3 Elastische Schicht

3.3.1 Zusammenstellung der Gleichungen

Aus den Bewegungsgleichungen des dreidimensionalen Kontinuums bei Vernachlassigung
der Volumenkrifte
Ouige — Tikx =0 (3.1)
wird mit dem - im kinetischen Fall - Postulat der zugeordneten Schubspannungen
Oik = Opi (3.2)
bei kinetischer Theorie 1. Ordnung, also bei linearisiertern Verzerrungstensor,
1
ik =3 (g + v, (3.3)

sowie bei Verwendung des HOOKEschen Materialgesetzes in der Schreibweise mit den in
der Bodendynamik iiblichen Stoffgréfen Schubmodul G und Querdehnzahl »

v
o =2G (eak + m;%&‘k) , (34)
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wobei sich mit Geometrie (3.3) und Materialgesetz (3.4) die Spannungen in den Ver-
schiebungen ausdriicken lassen:

2v.
on=G [(ui,k + ) + T_—m,'uj,j&k] ) (3.5)
das System linearer partieller Differentialgleichungen der Bewegung des homogenen,
elastisch-isotropen Kontinuums

Uk ki + Ui,kk) =0 (3.6)

1
ouiy — G (1 _

Dieses Gleichungssystem vereinfacht sich bei Rotationssymmetrie zu den zwei gekop-
pelten Differentialgleichungen 2. Ordnung in r, z und ¢

1 1
ourst — G (EG; + Au, — r—zur) =0 (3.7
Lmz,tt - G ;e,z + Auz = 0 (3.8)
1-2v
Hierbei bedeuten
1

0= ;ur + ey +us, (39)

die Dilatation und
Aul' = %ui,r + Uirr + Uizz (3-10)

den Laplace-Operator, angewandt auf u;.

Hinzu kommen noch die Randbedingungen fiir die obere Schichtgrenze (z = 0) bei
Erregung auf der Kreisfliche a?r mit :

F(t) = Fe- (3.11)
. Fem . <<

0w = { m L 0STSe (3.12)
0 : r>a

o, = 0 (3.13)

und fiir die unteré Schichtgrenze (2 = d):

u, = 0 (3.14)
0 (3.15)

u, =
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3.3.2 Loésung des Differentialgleichungssystems

Die iibliche Methode zur L&sung der Bewegungsgleichungen ist deren Entkopplung durch
Einfihrung eines skalaren und eines Vektorpotentials (z.B. [2]). Ich verwendete allerdings
die Separation der Variablen nach D. BERNOULLI fiir die Verschiebungsgrofen direkt.
Sie fithrt auf einem ingenieurméifigen Weg zur Lsung (siehe Anhang).

Es ergeben sich als partikulire Losung des Differentialgleichungssystems (3.7), (3.8)
nach Anwendung der Separation der Variablen die Verschiebungen in radialer Richtung
zu
£
X3

—Bz Pz ﬂ£
~ B + Bye)e] (3.16)

W otE) = e*h(er) { [Ax(©)e" + Ax(E)e™]

und in Tiefenrichtung zu

i —az az] &
ulrzh6) = e o(er) { [4Oe™ ~ Ax(Oe™] 35
2
— [Bi(§)e™ — By(£)e] i—z} : (3.17)
Hierbei wurden die Abkiirzungen
2
2 _ &
B o= e (3.18)
B = 7 (3.19)
1-2v
2 _ -7
= =) (3.20)
eingefiihrt. Auflerdem verbindet die Wellenzahl ¢ die Abkiirzungen k und k wie folgt:
E=r+a’=k*+ 4, (3.21)

wobei o und # {iber die Kopplung der Differentialgleichungen zusammenhangen.

Im unendlich ausgedehnten Kontinuum ist jede Wellenzahl méglich, d.h. £ ist hier
kontinuierlich. Fiir die erzwungenen Schwingungen wird daher aus der Summation iiber
alle moglichen Wellenzahlen eine Integration iiber die gesamte positive reelle Halbachse,
so dafl die Losungsausdriicke in der iiblichen zeitfreien Schreibweise nunmehr lauten:

fl

u,(r, 2)

/ [(Ale—az + Azeaz) % — (Ble_a’ + Bzeﬂ‘) —i—f—] J](Er)df (3.22)

0

uz(r’z) = / [(Ale—az _ Aze‘") % — (Ble‘p‘ —- Bgeﬁ‘) i—z] Jo(fr)df (3.23)
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Fiir die Normalspannungen in Tiefenrichtung erhalt man durch Einsetzen in (3.5)
—2Gm Ae + Ae®) S 4 (Bue? + Bye®) P& pyiernie (34
Os(ry2) = ';—( 17 + Age )ﬁ-"(le + Bae )k—2 o(ér)dé  (3.24)
o
sowie fiir die - einzig auftretenden — Schubspannungen
Ora(r,2) = 2G/ [— (Ale"‘" - Age‘") ah_f + (Ble'ﬁ' B. ea‘) T Jl(fr)d{, (3.25)
o

wobei als weitere Abkiirzung
=¢ - 3.26
Ki=¢ 2 (3.26)
eingefiihrt wurde. Diese Ausdriicke werden bei der Anpassung der Losungen an die
Randbedingungen bendétigt.

3.3.3 Anpassung an die Randbedingungen

Berechnet man aus (3.24) die Normalspannungen am oberen Schichtrand, dann ergibt
sich

0:(n0) = 2G [ 5 Joer)i, (3.21)
0
worin abgekiirzt wurde

e

S=—(A+ Az) + (Br+ By)— 5

(3.28)

Jede hinreichend glatte Funktion kann durch das FOURIER—BESSELsche Integral
(siehe z.B. [82]) dargestellt werden, o, lautet dann

ua(r,0) = / / Fx( N, 0)Jo(EX) Jo(r)EdENA. (3.29)
o ° »
Vergleicht man (3.27) und (3.29), erhalt man

1 o0
S=355°¢ / 0::(X, 0)Jo(EA)AdA. (3.30)
0
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Unter Verwendung des zeitfreien Teils der Randbedingung (3.12) 148t sich auswerten

oo a F 00
2z{ A MAdA = ——————=Jo(£{A)AdA 0 Jo(EX)AdA
[outomenar = [z mema+ [o-aen
) r=0 A=a
S iy I/ (2) L3 (331)
27a a2 — A2
)
Mit Hilfe der Integraltafel ([34]: 6.554 Nr. 2) ergibt sich daraus
7 _F sin(ta)
/U,,()\, O)Jo(fA)/\d/\ = -—m . —-E——. (332)
0
Eingesetzt in (3.30) wird
F
~Cma sin(fa), (3.33)

was gleichgesetzt mit (3.28) zu der ersten Bestimmungsgleichung fir die vier “Konstan-

ten” A, Az, B) und B, fiihrt, die lediglich noch von £ abhingen:

? __ Fsin({a)

- (A1 + Az)h2 +(Bi+ Bz)ﬂE ~4Cra °

(3.34)

Hier sei noch erwidhnt, dafl sich bei Annahme konstanter Normalspannung unter der
Erregerplatte in (3.32) statt sin(£a) der Faktor 2J,(£a) ergeben hitte. Beide Annahmen
der Spannungsverteilung sind vermutlich unzutreffend (siehe Bild 11).

Etwas schneller folgen aus den homogenen Randbedingungen (3.13), (3.14) und (3.15)
unter Anwendung des FOURIER-BESSELschen Integrals die drei anderen Bestimmungs-
gleichungen:

—(A1— A2 o L (B Bz)& =0 (3.35)

(Are™ + Aze"") rei (Bie™® + Bge’”) ﬁ = 0 (3.36)
2

(Are~t — Aze™?) % — (B1e™? + Bye) i—, = 0. (3.37)

Diese Gleichungen lassen sich zu einer Matrizengleichung der Form

M-A=R (3.38)
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zusammenfassen mit dem Vektor der {~abhingigen Konstanten

A

- Ay

A= 3.39
5 (339)

B,

und dem Vektor der rechten Seiten (dem “Lastvektor”)

. Foin{¢a)
4Gra
=~ 0
R= 0 (3.40)
0
Die Koeffizientenmatrix hat dann folgende Form
% -8 F &
‘2 rad
M= _%5 +%5 +% —F (3.41)
+&ead '+E§z_ead __%{e—ﬂd _%eﬂd

|
[
1}

+'%e-ad -8 ad

2 N
Wz e Hipeft

Das zugehérige homogene Gleichungssystem (d.h. R = §) hat nur nichttriviale Ldsun-
gen, wenn die Koeffizientendeterminante der Matrix M verschwindet. Sie lautet

d 3

mit der Abkiirzung
N(¢) = 2088 x* — af(¢* + £*) cosh ad cosh Ad + £2(a*8° + x*}sinh adsinh #d (3.43)
und unter Beniitzung der Beziehungen

e —e® = 2sinhz (3.44)
2coshz (3.45)

e*+e "

Aus D = 0, der sogenannten Dispersions— oder"Frequenlzgleichung, erhilt man die
Eigenwerte (Eigenfrequenzen) und kann mit diesen durch Einsetzen und Lésen des Glei-
chungssyste‘mé die Eigenformen bestimmen, da sich die freien Schwingungen aus den
homogenen Randbedingungen ergeben.
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Die Koeffizientendeterminante wird nur fiir bestimmte Werte von A und & zu Null,

d.h. die reellen Wurzeln von D sind abhingig von den Parametern p,(, G, ¥ und d.

Nach der CRAMERschen Regel findet man die gesuchten Konstanten zu

i=—D A4
A= DD (3.46)
wobei
Dy
- D,
D= 3.47
o (347)
D,

der Vektor der Determinanten Dj ist, die sich aus den Matrizen ergeben, bei denen die
i-te Spalte von M durch R ersetzt wurde.

Die als Funktion der Wellenzahl ermittelten Gréflen lauten

All) = N(E) [ ~2aBE? + (af + €)% e™e P + (af — £*)x?e>e??]  (3.48)
Ag(f) = 4}12\;(6) [ 2aﬂ£2 + (aﬂ + Ez)nze—adeﬁd T (aﬂ _ é‘z)nze_ade—ﬁd] (349)
Bi(§) = 4}12\;( ) [+20m (af + E)ae™%e 4 (aff — fz)ae"deﬂd] (3.50)
By(§) = 411{\;( %) [+2ex? — (aB + E)ae™le ™ + (af — )ae%e ]  (3.51)
mit
_ _ Fsin({a)
B= -, (3.52)

Setzt man nun diese aus den Randbedingungen ermittelten “Konstanten™ in die
Losungen (3.22) bis (3.25) ein, erhilt man die Verschiebungen und die interessieren-
den Spannungen des Systems, wobei die harmonische Erregung ab hier mit dargestellt
wird, zu

u(r,z,t) =

Fe'® fsin(¢a)di(é7)
4Gra ,0/ N(¢)

+a? % sinh edsinh B(d — 2) — af¢® cosh ad cosh B{d — z)
+£2x2 sinh Bdsinh a{d — z) — af«® cosh fAd cosh a{d — z)] d£(3.53)

E[ B (€* cosh az + * cosh Bz)



3.3. ELASTISCHE SCHICHT 59

o0

u{r,z,t) = f(f:; /'sin(i(;)(.{f;(fr)d[ — & (afsinh az + «? sinh fz)

]
+aB¢3 sinh ad cosh ﬂ(d —z) = £* cosh adsinh f(d — 2)
+¢2x? sinh Bd cosh a(d — z) ~ afx? cosh Bdsinh a(d — z)] d§(3.54)

oo

oxe(r,z,t) = F;::' / sin({}av)(.fl.),(fr) — af¢x? (cosh az + cosh Bz)
°

—o?#*¢® sinh ad sinh #(d — z) + af¢* cosh ad cosh B(d~z)
—£%x*sinh Bdsinh a(d — z) + afk* cosh Bd cosh o(d — z)] d¢(3.55)

Fei® T sin(€a)Jy (ér)
2ra o/ N(&)
—afx? sinh ad cosh B(d — z) + £2£° cosh adsinh (d — z)
—£*«? sinh Bd cosh a(d — z) + af«® cosh Bdsinh a(d — z)] d¢£(3.56)

Ors(r, 2,1) af [ (eP€? sinh az + &* sinh §z)

Fiir die Leistungsberechnung (Kapitel 5) werden noch die Normalspannungen in Ra-
dialrichtung benbtigt. Hierzu werden (3.53) und (3.54) in (3.5) eingesetat:

_ Fe™ fsin(¢a)
Onlr,z,t) = —/ N

2ra
D
+a?#? sinh adsinh 8(d — z) + aB¢? cosh ad cosh A(d — 2)
+£%x? sinh fdsinh a(d — z) — afx? cosh Ad cosh a(d — z)]

(1) o] s e

{ [fzJo(fr) - g.]l(fr)] [aﬂ (€ cosh az — &% cosh Bz)

+€*«? sinh Bdsinh a(d — z)-— afx? cosh Ad cosh a(d — z)] }d{ (3.57)

N(£) ist jeweils nach (3.43) einzusetzen.
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3.3.4 Aufbereitung der Losung fiir die Vergleichsrechnung
zum Versuch

3.3.4.1 Vertikalbewegungen an der Schichtoberfliche

Bei dem vorgeschlagenen Versuch soll nur die Vertikalbewegung an der Oberfliche z = 0
gemessen werden, daher interessiert vor allem

o0

Fe™ / sin(£a)Jo(ér)
8Gma N(&)

0

ul(ryo’t) =

ak?(af sinh ad cosh Ad — €2 cosh ad sinh Ad)d¢.

(3.58)

3.3.4.2 Freie Schwingungen

Zur Bestimmung der freien Schwingungen wird, wie im vorigen Kapitel bereits angespro-
chen, die Dispersionsgleichung geldst. Setzt man D nach (3.42) zu Null, ergibt sich, da
£ = 0 nicht sinnvoll, daB N(£) nach (3.43) zu Null gesetzt werden mufl,

Hieraus erhilt man zu jedem Wertepaar (v, kd) Nullstellen von £. Nennt man diese £,
und die abgeleiteten Groflen

o = 8- (3.59)
B = &8, (3.60)

so 138t sich die Vertikalbewegung der freien Schwingungen (zusitzlicher Index “0”) an
der Oberfiiche bei Summation iiber alle diese n Wellenzahlen £, schreiben als

u0(r,0,8) = e - Z CJo(Ear)(an B, sinh o, d cosh B,d — £2 cosh a,dsinh fad). (3.61)
Hierin sind die Amplitudenfaktoren C, zunichst noch willkiirlich, werden aber spiter

aus der Bedingung im Unendlichen bestimmt, mit der stehende in wandernde Wellen
verwandelt werden.

3.3.4.3 Dimensionslose Parameter

Vorab wird die dimensionslose Wellenzahl

b=z (3.62)
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eingefithrt, mit der dann folgende Bezichungen gelten:

& = kdp
/ fe)d = / (ke v
° EZ = k2 2_
o = Kt r?
o= Bk =

K= K — k2 = K (e - 1/2).

(3.63)

(3.64)

(3.65)
(3.66)
(3.67)
(3.68)

K= k(' - )
kK(p! ~ 1)

Neben der Wellenzahl £ sind in (3.58) mit (3.18) bis (3.21), (3 26) und (3.43) folgende

Groflen vorhanden:

o Verschiebung
Radialrichtung

z Tiefenrichtung
(Oberfliche: z =0)

t Zeit

F Erregerkraft(amplitude)

L L ==

Dimension
Ergebnis L
Variable - L
Variable L
Variable T

Ersatzeingangswert K = M LT

F= moroﬂz (3.69)

Erregerunwuchtmasse Festwert M
Exzentrizitit der Erregerunwuchtmasse Festwert L
Erregerkreisfrequenz Eingangswert 7!
Schubmodul Parameter ~ KL™?= ML™'T-?
Radius der Erregergrundfliche Festwert L
Dichte der Bodenschicht Parameter ML3
Wellenzahl der Scherwellen Ersatzparameter L‘l

0 1]

k= ‘[— =— 3.70
G @ . (3.70)

¢, = Scherwellengeschwindigkeit

MT1?
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Verhiltnis der Wellengeschwindigkeiten,
auch Brechungszahl genannt und mit

dem Buchstaben s versehen Ersatzparameter

Cs

T=—

[
¢, = Kompressionswellengeschwindigkeit
Querdehnzahl Parameter
Schichtdicke Parameter
Gesamtmasse des Erregers Festwert
Spannung Ergebnis

In (3.19) ist auerdem
Wellenzahl der Kompressionswellen

h='rk=E

(3.71)
MT-
L
M
ML-'T-?
L—l
(3.72)

Cp
Alle Gréflen werden nun auf die Grundeinheiten nach dem SI-System zuriickgefiihrt:

e Lange L,

o Zeit T und

e Masse M.

Aus den 8 EinfluigrdBen (ng = 8)

¢ Unwuchtmoment mgry,

e Erregerkreisfrequenz 2,

e Schubmodul G,

o Radius der Erregergrundfliche a,

Dichte der Bodenschicht o,
Querdehnzahl v,
Schichtdicke d und

Gesamtmasse des Erregers m
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werden durch Bezug auf die 3 riittlereigenen Grundgréfen (ng = 3), die vor der Messung

bereits bekannt sind, nimlich

.o Radius der Erregergrundfliche « fiir die Lange L,

o Erregerkreisfrequenz £ (Dimension T7) fiir die Zeit T,

¢ Bezugsmasse m, fiir die Masse M

die 5 dimensionslosen Parameter (ny = ng ~ng =8 —3 = 5)

¢ dimensionslose Frequenz ay,

e dimensionsloser Schubmodul G,

e Querdehnzahl v oder Brechungszahl r,
o dimensionslose Schichtdicke d und

e Massenverhiltnis B,

nach folgenden Formeln:

=90 _0/e-./2
ap = o = af) a=V3
G = Gm;'aQ7? = Ga®myiry'0? = Ga?F!
‘)'2 = 1- 2‘” = C_f
21-v) ¢
d = da!
(1-vym (1-v)m
B, = =
4pa® 40

(3.73)

(3.74)
(3.75)
(3.76)

3.77)

(3.78)

Auch die anderen benétigten Grofien werden in diesen GrundgréBen ausgedriickt und

damit dimensionslos. Zur Kennzeichnung werden sie iiberstrichen geschrieben:

1

u = ue
F = ra”!
7 = za!

(3.79)
(3.80)
(3.81)
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t = i . (3.82)
F = Fmy'la™'Q7 %= Fmg'rj'07 2 =1 (3.83)
T = em;'a®= gmy'ryla* (3.84)
W = mm;'=mamg'ry! (3.85)
7 = oumy a7 = oud’mytrg 107 = opd® ! (3.86)

In der Literatur werden unterschiedliche zusammengesetzte Grifilen verwendet, am
hiufigsten jedoch die auf LYSMER und RICHART [57] zurlickgehenden, ndmlich das
I) Frequenzverhiltnis ag, mit dem die Argumente sich ergeben zu:

E = aga™ (3.87)
rk = aoF (3.88)
kd = aod, (3.89)

und das
II) Massenverhiltnis B,.

Diese beiden GréBen gelten fiir den homogenen elastischen Halbraum. Fiir das Schich-
tenproblem schlagen KAGAWA und KRAFT [44] andere Verhaltnisse vor, die umgeschrie-
ben auf hier verwendete Kennbuchstaben lauten:

IIT) Frequenzverhiltnis @
2

Gy =—=

Q
e

=%

27d
%ao (3.90)

IV) Massenverhiltnis B,

& _ (1=-v)ir’m  (1-ya’m_ x?

T O8(1-W)eadd  16rgdm  4rd @

Hierbei ist @ das Verhdltnis der statischen Federkonstanten eines Zweischichten—Systems

B, (3.91)

zu der des Halbraums, jeweils elastisch angenommen.

V) Dickenverhiltnis d°
- d 1=
T=o-=3d (3.92)
Da die Grdfien (IIT) und (IV) weniger gebrauchlich sind und ebenso wie (V) aus den von

mir verwendeten leicht zu errechnen sind, bleibt von (3.58), nunmehr dimensionslos:

- o0

w,(7,0,1) = 5% sin(aop)Jo(aoTp) F(p)de (3.93)
)
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mit
( f,(("’)) (3.94)

Zahler und Nenner lauten:

Z() = (¢ — 1) |(® - )E(e? - 1)}
-sinh agd(® — 7%)? cosh agd(? — )2
—* cash agd(y? — %)} sinh aod(* —1)%—] (3.95)
N(p) = 2p* = r)(e* - 1)5'99’(90 -1/2)

—(¢* =5 — DF (9" - 1/2)" + ¢*]
- cosh agd(p? — 72)% cosh aed(p? — 1)}
+9* [(¢” = 7)(® — 1) + (¢* - 1/2)]
+sinh agd(? — 7%)% sinh aoa(ga2 - _1)%. (3.96)

3.3.4.4 Konturintegration

Das Integral in (3.93) wird mit dem Hilfsmittel der Konturintegration, also der Integra-
tion im Komplexen unter Ausniitzung des Residuentheorems ausgewertet (siche z.B. [4]
oder [64]).

Dabei wird ein Integral fiber eine reelle Variable erweitert auf ein Integral iiber eine
komplexe Variable.

In der komplexen Ebene gxlt entlang emer geschlossenen Kurve um ein emfach zu-
sammenhingendes Gebiet fir komplexe z;

]{ flz)dz = 2 Z Res;,(f). (3.97)

Zur Berechnung eines Residuums’ beniitzt man die Tatsache, daB es identisch ist mit
dem Koeffizienten a_; der LAURENTreihe

o

flz)= Z an(z — )", (3.98)

Es gilt somit
Res(f) = z]gl;l(z — z;)f(2). (3.99)
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Besonders leicht erhilt man das Residuum, wenn sich f(z) darstellen 138t als

_9(2),
flz) = ) (3.100)
es ist nimlich dann o)
Res,,(f) = W) (3.101)
mit der Ableitung
W(z) = d’;(:) | (3.102)

Nach erfolgter Konturintegration miissen dem Eréebnis noch die freien Schwingungen
iiberlagert werden, um die stehenden Wellen in sich ausbreitende Wellen zu verwandeln.

Zur Abkiirzung der Berechnung wird hier unter Anlehnung an andere Autoren, z.B.
E. REISSNER [68] oder BYCROFT {17], nur das Ergebnis der gesamten Prozedur darge-
stellt.

Es ergibt sich insgesamt, daB von dem Ausgangsintegral der CAUCHYsche Hauptwert
zu nehmen ist, weil der Integrand im Intervall Pole hat.

Ist ¢y eine Nullstelle des Nenners N(yp), so gilt fiir diesen Hauptwert

b

[ He)dp = fimy ( / " foe + . f(sv)dw) : (3.103)

L3

Zusitzlich sind noch die freien Schwingungen nach Kapitel 3.3.4.2 zu iberlagern,
deren unbestimmte Funktionen Cy so zu wihlen sind, daB sich gerade die (—im)-fache
Summe der Residuen ergibt. Aus (3.93) wird damit

ﬁ:(F, 0’ i) - % [/om Sin(W)Jﬂ(ao?‘P)z(¢)d‘P

N(yp)
_inY sin(aoﬁon)l{ro'((':;i’n)z(?n)] : (3.104)

¢n sind die n Nullstellen von N(¢) und

dN(p)

N = Nehol,p, = 20 |

(3.105)

wobei
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N(g) = 20[™(¢” —1/2)(2¢" — 1 - ) — 1) 3(p* —1)7/2
+4g? = 1)(p” - 7)(p* - 1))
—o{ [0 - 1727 + 6] 26" ~ 1 - 1) - 1) VH(e? - 1)
+2(49% —1)(p? — T)M2(p? ~ 1)1/2}
- cosh apd(? — ‘r’)‘/? cosh apd(p? ~ 1)1/2
+2{ [(¢ = ) = ) + (& - /2] + 924" —2- )}
-sinh agd(p? — 72)"/ sinh agd(y? — 1)1/?
+aode{o? [(# ~ 7)(@* — 1) + (¢ = 1/2)7] (¢ = 7)1
—(¢* = T [(¢* - 1/27 +¢%] }
- cosh agd(? — 72)"2sinh agd(p® — 1)}/?
+aodp{ 6 [(¢7 = 7)(6" = 1) + (¢ = 1/2)"] (" — 1) 2
—(0* - 1) (0" - 12 + ] }
-sinh agd(p? — 7%)Y/2 cosh apd(y® — 1)/? (3.106)

3.3.4.5 Mittlere Vertikalbewegung unter der Grundplatte

Aus (3.104) erhalt man unter der Erregergrundplatte, also fiir ¥ < 1, keinen konstan-
ten Wert fiir @;. Nach [5] bzw. [17] kann man eine gewichtete mittlere Verschiebung
(zusatzlicher Index “m”), die unter der Grundplatte als konstant angesehen werden kann,
aus (3.107) erhalten.

U
= [ 2T g 3.107
S (3.107)
bzw. .
= ————dF -(3.108
o V1I-7 " ( )

Wendet man digs auf (3.104) an, so wird Jo{asF) ersetzt durch (sin agy)/(aoe), und

es bleibt
sin®(ao) Z ()
=) = sin”(aop) Z(p) ;.
2 P U awN(p) 7

i 5 S0 (0000) Z (00) '
EA aopnN'(n) ] (3:109)
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3.3.4.6 Komplexe Nachgiebigkeit

Haufig wird die Verschiebung auch in der Form

it
= %(fl +ifs) (3.110)

dargestellt (vergleiche u.a. [86]). Manchmal wird dabei f;(ag, d, #) als der Lésungsanteil
“n Phase” mit der Erregung, fa(ao,d, ) als der Anteil “in Gegenphase” zur Erregung
bezeichnet, was nicht korrekt ist, da i lediglich eine Phasenverschiebung um # /2 bewirkt.

(f1 + if2) stellt dabei die komplexe Nachgiebigkeit dar.
Die Amplitude ist dann
Ao= i+ f} (3.111)

In dimensionsloser Darstellung lautet die mittlere Verschiebung der Platte

-

Ten = %( +ifa) (3.112)
und deren Realteil
Re{i.} = %(fl cost — fosind) = Agcos(f — ¢) (3.113)
mit der dimensionslosen Amplitude
o= % fi+fi (3.114)
und der Phasenlage ,
tangp = — 1 (3.115)
Hier sind
hoo e {'81—" / % ‘3 E sm:f:,: f\',',)(i(?")} . (3.116)
o= Im {811[ / sm:f]::,;zz)(v)dw i3 z sm:::?,)(i(s;n)} @)

Untersucht man (3.109), dann stellt sich heraus, daB das Integral reellwertig ist und
somit f; liefert, wihrend sich aus der ebenfalls reellwertigen Summe gerade f, ergibt,
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also
_ 1 [sin’(a0p)Z(y)
h = Py / 20eN () dep, (3.118)
_ _l}:sm (20n)Z(n)
h= 3 — aopalN'(a) (3.119)

(3.116) bis (3.119). gelten jeweils bei der Annahme “statischer” Spannungsverteilung
unter der Platte. Nimmt man konstante Spannung unter der Platte an, hat man le-
dlghch sin (aocp) durch 2sln(anqp)J1 (ao) bzw. sm’(augp,.) durch 2sin(aop,)J1(aops) zu
ersetzen.

Ist die starre Grundplatte massebehaftet, so lautet nach E. REISSNER [68] die Am-
plitude

F i+ i
3.120
Am = Ga [(1+ ba? 2f1)? + (badfa)? ( )
mit dem Massenverhiltnis
b=mp la3. (3.121)
Mit B, nach (3.78), also )

B, =1 =2, (3.122)

lautet die Amplitude dimensionslos

1/2
A=+ i+ 13 (3.123)
G |0+ &anr + (Eany

3.3.4.7 Impedanz und Steifigkeiten

Bei anderen Fra.gestellungen als der nach der Baugrunderkundung interessiert hiufig der
Widerstand, den ein Boden einer dynamischen Beanspruchung entgegenbringt.

Um den Zusammenhang herzustellen, wird die Impedanz einér Schicht beéi Vertikal-
erregung berechnet. Hier ist anzumerken, dafl die normierte Impedanzfunktion i (3.125)
auch komplexe Steifigkeit genannt wird; ihr Realteil gibt die normierte Fedefsteiﬁgkeit
wieder, ihr Imaginarteil ist proportional der normierten Dampfung [56]}. =~ - ’

1Statt den in der Merha.mk gebrauchlichen Kennbuchstaben ¢ fiir die Federsteifigkeit und k fiir den
Dampfungsbexwert werden in diesem K. apitel die genau gegenteilig verwendeten amerikanischen Bezeich-
nungen beniitzt. Dies soll die Vergleichbarkeit mit fast allen diesbeziiglichen Literaturstellen erleichtern.
Der Arbeitskreis “Baugrunddynamik” verwendet k fiir den Federanteil und d fiir den Déimpferan:teil’.



70 KAPITEL 3. THEORETISCHE UNTERSUCHUNGEN

Es gilt
et 1
Uz = == 3.124
G I ( )
mit
I =k, +iagc,. (3.125)

k; und c, hingen mit f; und f; wie folgt zusammen, wie aus dem Vergleich von (3.112)
und (3.124) hervorgeht:

htifai=sg7——F. (3.126)
k; + iagc,
Man hitte auch gleich wie im Reellen die Nachgiebigkeit als Kehrwert der Steifigkeit

anschreiben konnen.

Trennt man Real- und Imaginirteil, dann erhilt man fir die Federsteifigkeit?

B
k, = 3.127
F+R (3120
und fiir den Dampfungsbeiwert
J2
= —— 3.128
§ ao(ff + 13) ( )

bzw. durch Erweiterung der rechten Seite von (3.126) mit (k, — gyc,) nach den Teilen
der Nachgiebigkeit getrennt:

k,
h = P (3.129)
= __OeC
h = Btald (3-130)

In der Praxis wird unter Impedanz hiufig die “akustische” Impedanz als Produkt
aus Dichte und “seismischer” Geschwindigkeit (Dimension M L~2T""!) verstanden. Diese
Definition umfaBt also lediglich den Realteil von [ in modifizierter Form.

Damit stehen drei Paare zur Beschreibung einer Schwingung zur Verfiigung:
e Amplitude Ag oder A,, und Phase(nlage) ¢,
o Steifigkeiten k, und ¢, oder

o Nachgiebigkeiten f; und f,

die gleichwertig sind und je nach Aufgabenstellung beniitzt werden kdnnen.

tDiese Bezeichnung ist fiir die Schicht problematisch, weil k, auch negative Werte hy kann!
{siehe Kapitel 6)
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3.3.4.8 Resonanzfrequenz einer Schicht

Im unendlichen Kontinuum ist jede Wellenzahl moglich {dies wurde in Kapitel 3.3.2 be-
reits angewandt), also ist auch jede Frequenz Eigenfrequenz. Trotzdem gibt es in der
elastischen Schicht Resonanzen, die bei Vertikalerregung an der Oberfliche durch die Re-
flexion der vertikal fortschreitenden Kompressionswellen; sonst auch durch die Reflexion
der vertikal fortschreitenden Scherwellen am starren Untergrund zustande kommen. Bei
diesen Resonanzfrequenzen ist zwar eine Uberhshung der Amplitude zu beobachten, eine
Resonanzkatastrophe findet jedoch wegen der geometrischen Wellenabstrahlung nicht
statt. Daher halte ich auch die englische Bezeichnung “natural frequency” fiir treffen-
der; der Ausdruck “kritische Frequenz bei Vertikalerregung” ist in der Literatur auch
anzutreffen.

Das Integral in f, nach (3.118) divergiert fiir bestimmte Werte von ag, nimlich fiir

_(2n—1)r

= — 3.131
%or 2dr ( )

und damit auch fiir bestimmte (; diese liefern nach [5] und [17] die Resonanzfrequenzen

_ (2n-1)r [2G(1 -v) (n—-1)x

2d \el-20)~ 24 7 (3132)
und damit q 5 .
YR n —
er = o (3.133)

Die niederste Resonanzfrequenz einer elastischen Schicht bei Vertikalerregung ergibt
sich fiirn =1 zu

=%
oder dimensionslos )
3.135
le 2deo ( ’ )

AUERSCH [6) nimmt falschlich ¢, als Bezug und besc]ireibt., dal Resonanzen in einer
Schicht bei fr = ¢,/2d gefunden wurden. Im sandigen Boden mit v zwischen ca. 0,28
und 0,37 (siehe auch Kapitel 6) ergibt sich fp = (0,9 — 1,1) - ¢,/2d, was-seinen Irrtum
erkldrt. - )

Der Ausdruck f = ¢,/2d wird von ihm als “untere Grenzfrequenz”. bezeichnet, weil
darunter kein Wellentransport stattfinde. BYCROFT (17] gibt fiir Torsionserregung an
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der Oberfliche einer Schicht an, daf sich unterhalb von ap = 7/2d keine freien Schwin-
gungen ausbilden und keine Energieausbreitung stattfindet. Umgerechnet ergibt sich
dafiir ein zu (3.134) analoger Ausdruck, nimlich f = ¢,/4d. Ich vermute daher, daff
die Resonanzfrequenz nach (3.134) bei Vertikalerregung auch die untere Grenzfrequenz
darstellt. Bei meinen Untersuchungen kann die untere Grenzfrequenz vermutlich nicht
festgestellt werden, da sie sich nur auf die Verschicbungen bei r = 0 beziehen?.

Mifit man an einem Ort die Resonanzfrequenz fr und ist die Geschwindigkeit der
Kompressionswellen fiir das anstehende Bodenmaterial bekannt, so lafit sich daraus die
Dicke d einer Schicht bestimmen zu

S
d=—— 3.136
ifa (3.136)
bzw. dimensionslos .
d=— 3.137
2frTag ( )

Dies gilt umso mehr, als (3.131) sowohl fiir die hier verwendete, am Untergrund haftende
Schicht als auch fiir eine auf dem Untergrund gleitende Schicht giiltig ist.

3.3.5 Numerische Auswertung der Losung fiir die elastische
Schicht

In die Berechnungen gehen Festwerte, Eingangswerte und Parameter ein (siche Kapi-
tel 3.3.4.3).

Die Festwerte mo, ro, @ und m konnen in gewissen Grenzen variiert werden, z.B.
durch Unwuchtverstellung oder durch die Verwendung von Zusatzlasten bzw. von ver-
schiedenen Riittlern.

Der Eingangswert (2 unterscheidet sich von diesen dadurch, daB er wahrend des Ver-
suchs systematisch in diskreten Schritten variiert wird.

Die vor einer Bodenerkundung unbekannten GréBen G, v, p und d sind fir die
Berechnungen als Parameter anzusehen. Sie wurden mit den Fest- und Eingangswerten
zu den dimensionslosen Parametern G, ¢q, d und B, verkniipft; v bzw. das daraus
abgeleitete 7 sind selbst dimensionslos.

isiche aber Kapitel 6.2
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3.3.5.1 Praktisch relevante Werte der Parameter

Zur Einschrinkung der numerischen Untersuchungen werden die praktisch relevanten
Wertebereiche der Parameter ermittelt.

1) Riittlerdaten

a) Rittler der Vorversuche (nach dem Firmenprospekt)

Betriebs“gewicht” m = 760 kg
“Flieh"kraft F = 35 EN
Erregerfrequenz f = 24 Hz
Aufstandsfliche a1/b = 0,68 m/0,66 m =~ 0,45 m?
Hieraus errechnet man \
Q=2xf =~ 150,8 st
a=+/ayh /7 ~ 0,378 m
mgrg = FQ—? ~ 1,539 kgm
b) Geplanter Versuchsrittler
A m = 250 kg (+ 5- 50 kg Zusatzmassen)
a = 0,40 m (= Aufstandsfliche =~ 0,5 m?)
mere = L3 kgm
£ = 30-600 s (aus f~5—100.Hz)

2) Bodendaten

Diese werden der bodenmechanischen Literatur, z.B. [55], entnommen.
a) Querdehnzahl ‘
theoretische Grenzwerte (elastisches Kontinuum):
0<r<0,5
im Boden:- 0,25<rv<0,5

Fir die Beispielrechnung wihlen viele Autoren glatte Werte fiir » (0, 1/4, 1 /3, 1/2).
Als guter Mittelwert fiir simtliche Bdden gilt nach Thesen des Arbeitskreises Baugrund-
dynamik v = 0,4.

Ich verwende bei meinen Beispielrechnungen daher
v = 0,25 0,33 0,40; 0,49.
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b) Schubmodul
2.10° < Elastizititsmodul E< 5-10® N/m?,
mit G = Ef2(1 + v) also 6-10°<G<2-10°] Nfm?
¢) Dichte
10 < spez. Gewicht v < 24 kN/m® (ohne Fels),
mit g = /g also 1000 < p < 2500 kg/m3.
3) Schichtdicke

Es wird erwartet, daB Schichten mit einer Dicke von
0,2 < d € 4 m feststellbar sind.

Ab d = 2 m wiirde die Halbraumlasung eine gute Naherung darstellen (nach {7] oder [56]),
sie wird hier aber nicht verwendet.

4) Parameterbereiche

Aus 1) bis 3) erhdlt man durch Kombination der jeweils ungiinstigsten Werte die Gren-
zen, innerhalb deren sich die Parameterwerte bewegen. Eine weitere Einschrinkung
lieBe sich dadurch erzielen, daf8 praktisch unmégliche Kombinationen eliminiert wiirden,
z.B. kann ein Boden geringer Dichte kaum einen extrem hohen Schubmodul haben. Da

aber eindeutige Abhingigkeiten nicht quantifiziert vorliegen, wird darauf verzichtet.

Parameter | Gleichung | Vorversuch Versuch gewahlte Grenzen
G| (3.75) 2,45—490 | 0,178 — 14200 | 2,5.10"1 —2,5-10*
ap | (3.74) 0,165 — 3,68 | 0,0346 —15,5 | 1-107*—4,5-10°

d|(3.17) 0,529 — 52,9 0,5~ 50 1-10°-4-10°
B, | (3.78) 0,704 —2,64 | 0,195 —1,46 | 1,5-107"
bzw. b | (3.121) 5,63—-14,1 | 1,56 7,81 —1,5-10"
v|— ~0,3 0,25 — 0,499 0,25 — 0,49

Tabelle der Parameterbereiche

3.3.5.2 Untersuchung der Dispersionsrelation

Wie in Kapitel 3.3.3 bereits erwihnt, erhilt man mit den aus der Dispersionsrelation

gewonnenen Eigenwerten die freien Schwingungen.
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Dies fithrt auf die Suche der Nullstellen von N(y) = 0 [N (i) nach (3.96)].

Wie man leicht sieht, erfiillen zwar ¢? = 72 und ? = 1 diese Beziehung, stellen aber
keine verwertbaren dimensionslosen Wellenzahlen dar, sie bedeuten nimlich a = 0 bzw.

g=0.

Fir ¢ > 1 ergibt sich oberhalb bestimmter Wertekombinationen der Parameter v
und apd = d - 04/5/G genau eine Nullstelle bei ¢ = @, fir die der Integrand einen
einfachen Pol hat (siehe Bild 12).

Fiir groBe aqd stellt ¢, das Verhaltms der Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Trans-
versal- zur RAYLEIGHwelle dar, also hmw,_m = ¢fep = 1/,/71 (siehe auch Kapi-
tel 6.1).

Fiir ¢* < 1 und ¢? # 12 ergeben sich je nach Parameterkombination einige Nullstellen
von N(y) und damit einige Pole, die fiir die Berechnung der Residuen, also fiir f; von
Bedeutung sind.

3.3.5.3 Nachgiebigkeit, Impedanz, 'A'mplitude und Phase
Die Ausdriicke fiir f; (3.118) und 'f; (3.119) -si_nd"nicht in dieser Form mit dem Rechner
auswertbar. ‘

Insgesamt gibt es 8 verschiedene Bereiche von ¢ fiir die Berechnung:

¢2=0,_0<¢2<72,¢2;T2,72<¢2<1,
=1, 0 =0l (>1), ¢?>1(#¢2), ¢ grod.

Die Funktionen Z(tp) nach (3.95), N (cp)('né.ch (3.96) und N'() nach (3.106) miissen
bereichsweise untersucht werden und sind dazu umzusthreiben.

Fir ¢ < 1 werden ‘die Diskriminanten der vorhandenen Wurzeln teilweise negativ,
die Argumente der Hyperbelfunktionen und die Funktionen selbst damit imaginir. Zum
Umschreiben stehen die Beziehungen

sinhiz = isinz (3.138)
coshiz = cosz. (3.139)

zur Verfiigung. In den Beispielen ist im Bereich 7% < ¢? < 1 der Imaginérteil der
jeweiligen Funktion dargestellt, auBerhalb dieses Bereiches jeweils der Realteil.
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Bild 12: Nullstellex 1, > 1 der Dispersionsrelation N{p) =0
in Abhingigkeit von den Parametern v und azd
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Fir ¢? > 7% bzw. ¢® > 1 wachsen die Arguimente mit (¢® — 72)/2 baw. (p? — 1)1/
und damit die Hyperbelfunktionen zu schnell. Zur Abhilfe dividiert man sowohl Zihler
als auch Nenner in f; und f durch die Exponentialfunktionen ‘derselben Argumente,
damit nicht die Differenz grofler Zahlen zu bilden ist, was bekanntlich leicht zu falschen
Ergebnissen fiihren kann. Die Nullstellen indern sich dadurch nicht, weil € # 0 fiir
alle z.

Das Integral in f; muB auch bereichsweise ausgewertet werden.

Fiir ¢? < 2 (> 1) wird das Integrationsintervall jeweils von Pol zu Pol gewahlt und
zur Berechnung die GAUsSsche Integration aus dem Programmpaket QUADPACK [65]
verwendet, das auch eine spezielle Routine zur Integration {iber die Pole hinweg enthalt.

Fir ¢? > 2 (> 1) wird das Integrationsintervall jeweils von einer Nullstelle des Sinus
bis zur nachsten gewahlt, so lange, bis der Zuwachs kleiner als eine zu wihlende Grenze
ist. Dieser Abbruch ist erlaubt, weil der Integrand des uneigentlichen Integrals fiir grofie
¢ den Wert sin® agp - (1 + 72)/(a0p?) annimmt, das heit mit  quadratisch gegen Null
geht und damit das Integral konvergiert.

Die Summenfunktion in f; wird nur fiir die Bereiche
0<p?<r?, TP<pi<l, P =¢f (<1,142)

benétigt, also dort, wo Pole auftreten konnen.
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3.4 Viskoelastische Schicht

In diesem Kapitel stelle ich zuerst das seit L. BOLTZMANN (2. Halfte des 19. Jahr-
hunderts) bekannte, aber erst in den 50er und 60er Jahren unseres Jahrhunderts wei-
terentwickelte, “klassische” Konzept der linearen Viskoelastizitit soweit dar, wie ich es
benétige. Dann wird diesem die in der baugrunddynamischen Literatur @bliche Be-
handlung des Bodens mit Dampfung gegeniibergestellt. AnschlieBend erfolgt die Lasung
fiir das mechanische Problem “harmonische Vertikalerregung einer Kreisflache auf einer
viskoelastischen Schicht”.

3.4.1 Lineare Viskoelastizitiat

Die Viskoelastizitat umfait sowohl die elastischen als auch die viskosen Eigenschaften
eines Stoffes. Beide Arten sind (neben anderen) im Boden vorhanden.

In Erginzung zu dem elastischen Stoffgesetz, das Spannungen und Verzerrungen
verkniipft, werden Spannungs- und Verzerrungsgeschwindigkeiten eingefiihrt, also die
Geschwindigkeiten, mit denen sich Spannungen und Verzerrungen im Laufe der Zeit
andern.

Die lineare Viskoelastizitit beschrankt sich auf lineare Beziehungen zwischen Span-
nungen und Verzerrungen und deren Zeitabhingigkeiten. Nimmt man hohere Zeitablei-
tungen hinzu, kann die lineare Viskoelastizitit in allgemeiner Differentialoperatorform
z.B. nach [19] oder [29] dargestellt werden

ﬂcr;k = QE,‘;‘ (3.140)

mit den Operatoren

i paD" (3.141)

P =
n=0

Q=) @D (3.142)
n=0

. a

Dt = o (3.143)

Die beiden Tensoren o und € konnen jeweils in einen Kugeltensor und einen De-
viator aufgespalten werden:

o = Ou +Gu (3.144)
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s 00
S0 = %ajj&.k: 050 (3.145)
00 s
1
s = oy (3.146)
ol —3$8 O 013
i = op—388) = on  O2—s  Op (3.147)
031 032 033 — S
;jj = ajj (3'148)
Gi; = 0 (3.149)
Eik = e +Eir (3.150)
e 00
8. = %e,-,-&-k= 0eo (3.151)
00 e
1
e = 36 (3.152)
fn—¢€ &2 €13
e = e —eby= €31 E2—€ €3 (3.153)
€3 €32 éxz—e
G = ey (3.154)
& =0 (3.155)

Der Vorteil dieser Aufspaltung liegt darin, daff unter bestimmten Voraussetzungen
die Abhangigkeiten eingegrenzt werden kénnen: ein hydrostatischer Spannungszustand
bewirkt nur Dilatation (Volumeninderung), ein Schubspannungszustand bewirkt nur
Distortion (Gestaltinderung).

Die Voraussetzungen sind: Isotropie (gleiche Eigenschaften in allen Richtungen) und
Giiltigkeit des Superpositionsprinzips (Verformungen und deren Zeitableitungen miissen
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klein sein). Beide kénnen im Rahmen dieses Problems als zutreffend angenommen wer-
den.

Damit sind die Abhangigkeiten in allgemeiner Form:

Pou = Qb (3.156)
Pey = Qéa (3.157)
mit den vier voneinander unabhingigen Operatoren
P =Y pD (3.158)
n=0
Q= Yo (3.159)
n=0
P =) gD (3.160)
n=0
Q =) gD (3.161)
n=0
Zusammengefafit gilt also
Pou =Pou +Pou =Q&x +Qfu = Qean. (3.162)

Im Hinblick auf den gewahlten Versuch wird das einfachste Modell mit Beriicksich-
tigung von Elastizitdt und verzdgerter Elastizitit (bzw. instantaner und retardierter
Elastizitat) gesucht. Dies ist der lineare Standardfestkérper, der reine Viskositit, wie sie
bei einer Flussigkeit auftritt, nur im Grenzfall beriicksichtigt. Als Abkiirzung fiihre ich
dafiir “LSt” ein.

Die verbleibenden Koeffizienten lauten dann nach vorheriger Normierung auf die bei
der Spannung stehenden Po=p =1:

=1 n=
Pn = {PnBa}§ #£0 n= (3.163)
=0 n>2
- #0 n=0,1
e = {q..,q,.}{ 0 n>2 (3.164)

und das Stoffgesetz des LSt wird formal zu

Oik + P10ik,s = Qo€ik + Q1€ike (3.165)
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o+po = qoe+ q:ié
i
E\+E,
E,E,
E + E;
75
E\+ E,

n =

o =

Q=

Bild 13: Linearer Standardfestkorper (eindimensionales Modell)

bzw. aufgespalten
Tik + PrOins +3in + Préies =Totix + ©éine +iofik + Brine (3.166)

Zur Veranschaulichung sind in Bild 13 das eindimensionale Modell des LSt und die
zugehdrige Differentialgleichung dargestellt, wie sie haufig in der Literatur zu finden
sind (u.a. in [16],[29] und [53}). E; und E, reprisentieren die Elastizititsmoduli in den
Federelementen, 7 die Viskositit in dem Dimpferelement des Modells, das durch Se-
rienschaltung einer Feder /1/ mit einem VOIGT-KELVIN-Element /2/ entsteht, wobei
letzteres die Parallelschaltung einer Feder /2’/ und eines Dimpfers /2”/ ist und manch-
mal auch nur VOIGT-Element oder KELVIN-Element genannt wird. Hiufig werden fiir
die drei Elemente des Modells auch die Federsteifigkeiten ¢; und ¢; sowie die geschwindig-
keitsproportionale Dampfungskonstante k (deutsche Bezeichnungen!) verwendet.

Der LSt fiir dreidimensionale Betrachtungen wird nun aus den elastischen und visko-
sen Kugel- und Deviatoranteilen aufgebaut. Dadurch werden die Koeffizienten p, und g,
in den bekannten WerkstoffkenngréBen wie Kompressionsmodul K, Schubmodul G, Vo-
lumenviskositit « und Scherviskositit n ausgedriickt. Es gilt

Statik: o} = o2 = o (3.167)
Geometrie: e = &b +¢€2 (3.168)
ik ik

eh = eh=¢l (3.169)
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Werkstoff: Aufspaltung o4 = Gi +5i (3.170)
e = Eix +Eu (3.171)
Element /1/ ¢} = 3K, E:k +2G,&}, (3.172)

Element /2/ 0% = ok +0%

o2 2
= 3K & +2GEh + 3ks €y +202E%, (3.173)

Hieraus erhilt man durch Umformen, Einsetzen und durch Bilden der Zeitableitungen
z.B. nach [14] sowie mit den Abkiirzungen

K = EI,S% (3.174)
G = 5% (3.175)
K = % (3.176)
n = Glez:, (3.177)
X = Kl'_‘: % (3.178)
¢ = G1’7+’G2 (3.179)
das Werkstoffgesetz des LSt zu
ik + X Oikt +C5iks = 3K Eip +35 Eins +2GEn + 20ins. (3.180)

Dieses Werkstoffgesetz mit 6 WerkstoffkenngrdBen sieht noch etwas unhandlich aus.

Als weitere Vereinfachung wird die aus der Fliefitheorie z.B. im Stahlbau bekannte
Annahme beniitzt, daB der hydrostatische Spannungszustand kein FlieBen bewirkt (son-
dern Gewaltbruch, der hier nicht in Betracht kommt).

Auf das viskoelastische Kontinuum iibertragen heit dies, da beim Kriechen nur eine

Gestaltanderung auftritt, d.h. es erfolgt volumentreu; somit
o2
Ep,=0 (3.181)

Damit reduziert sich das Stoffgesetz; man erhilt statt (3.180) eines mit lediglich noch
den 4 Werkstoffkenngrafen (3.174), (3.175), (3.177), (3.179):

Tik +Gin + Coine = 3K Eix +2GEn + Wéiny. (3.182)
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Zum Vergleich mit dem HoOKEschen Gesetz der linearen Elastizitit werden die Be-
ziehungen (3.146), (3.147) und (3.151) bis (3.153) und der Zusammenhang zwischen
Kompressionsmodul, Schubmodul und Querdehnzahl eingearbeitet:

1+v
3K = 2Gl == (3.183)
Man erhélt nach entsprechendem Zusammenfassen
1
ar + ¢ (O’ik,: - aa'jj,t&k)
v 1
=2G | g + mi,‘,‘&.‘k + 29| €ire — 56,‘_,'.;5.'1; . (3.184)

Dieses Werkstoffgesetz des linearen Standardfestkdrpers mit volumentreuem Krie-
chen, abgekiirzt LStvK, sieht formal aus wie eine Erweiterung des HOOKEschen Geset-
zes ((3.4), also die beiden linken Terme) um die beiden Geschwindigkeitsterme (rechts),
hat mechanisch aber einen véllig anderen Charakter, wie sich bei der Weiterbearbeitung
zeigt.

3.4.2 Behandlung dynamischer Probleme der Viskoelastizitit
in der Baugrunddynamik

Dynamische Probleme der Viskoelastizitit werden mit Hilfe zweier Konzepte behandelt:
Komplexe Moduli und Verwendung der LAPLACE-Transformation. Deren Anwendungs-
gebiete decken sich nicht ganz, sie sind aber fiir bestimmte Fragestellungen iquivalent,
2.B. fiir ¢ — oo (eingeschwungener Zustand).

‘Da in der Praxis der Baugrunddynamik hauptsichlich der komplexe Schubmodul G4
und die (dynamische) Querdehnzahl v verwendet werden (siche Kapitel 2), fiir die ana-
Lytische Weiterbearbeitung aber die LAPLACE-Transformation bendtigt wird, werden
beide Konzepte kurz vorgestellt.

Zunichst werden die komplexen Moduli des gewahlien Modells LStvK bestimmt.

Bei harmonischer Erregung 158t sich die Zeitfunktion von den komplexen Amplituden-
faktoren trennen und muf aufierdem fiir Spannungen und Verzerrungen identisch sein,
also lauten die Ansitze

O = &.‘kemt (3185)
Eik = é.‘keim. (3.186)
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Setzt man diese in (3.182) ein, wird daraus
Ot + (1 +i00)5 = 3K + 2(G + iQn)éus. (3.187)

Durch Vergleich mit dem formalen Zusammenhang

ow = 3Kéu (3.188)
ba = 2G&,. (3.189)

erkennt man, daff
K = K (3.190)

. _ G4ilty _ G4m0 (n-GO0
= T 1+enr Ui

(3.191)

K und G sind dabei der komplexe Kompressions— bzw. Schubmodul; beide sind im
allgemeinen frequenzabhingig. Sie werden auch Ubertragungsfunktionen genannt; ihre
Realteile werden hiufig als Speichermoduli, ihre Imaginirteile als Verlustmoduli bezeich-
net.

K'+iK" (3.192)

K
G G'+iG". (3.193)

Fiir das gewahlte Modell haben diese Moduli also das folgende Aussehen

K = K (3.194)
K" = 0 (3.195)

G +n(Q?

. 1 T
¢ = Tiom (3.196)

"o (71 = GC)Q
¢ = Tram (3.197)

bzw. gilt mit den dimensionslosen Gréflen (3.277) und (3.278) aus Kapitel 3.4.7.1 -
= 214w
e (5199
PR | P (3.199)
1+¢ 1+¢
Oft wird das Verhiltnis ”

Vel tan {3.200)



3.4. VISKOELASTISCHE SCHICHT 85

genannt mit ¢ als dem Phasenwinkel zwischen Kraft— und Verformungsamplitude, somit
ist

G=G'(1+itang). (3.201)

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB G’ hier nicht wie bei der alleinigen Ver-
wendung des VOIGT-KELVIN-Modells mit dem HoOKEschen Schubmodul identisch ist;
dieser kann hochstens in erster Niherung dafiir gleichgesetzt werden. Nur fir =G -
wire auch hier G' = G.

In der baugrunddynamischen Literatur, z.B. [30] oder [60], werden hiufig die kom-
plexen Moduli zuerst allgemein eingefiihrt. Danach werden die Auswirkungen zweier
verschiedener Dampfungsarten getrennt untersucht, d.h. es werden fiir die Imaginarteile
~der Moduli Ansitze gemacht.

Dies soll am Beispiel des komplexen Schubmoduls (3.193) gezeigt werden: Viskose
Déampfung liegt dann vor, wenn G” linear von der Erregerfrequenz ) abhingt, also mit
der Proportionalititskonstante G' (“viskoser” Schubmodul)

G" =0G. (3.202)

Dieser sogenannte zeitaktivierte Mechanismus entspricht der Verwendung des VoigT—
KELVIN-Modells und bewirkt, daB bei Sinuserregung die dissipierte Energie pro Zyklus
proportional der Frequenz ist. ‘

Im Gegensatz dazu ist bei der hysteretischen Dampfung G” unabhingig von £, etwa
G" = 266G, (3.203)

wobei fig die Materialdimpfung bei Gestaltinderung darstellt. Bei diesem sogenann-
ten verformungsaktivierten Mechanismus ist die dissipierte Energie nur noch von der
Zyklenzahl abhingig, aber nicht von der Erregerfrequenz.

3.4.3 Bemerkungen zur Dimpfung

Beide stoffspezifische Dimpfungsarten treffen im Boden aber nur in begrenzten Frequenz-
bereichen zu.

Daher schlagen verschiedene Autoren vor, eine Kombination beider zu verwenden.
Beispielsweise enthilt das Computerprogramm FLUSH {58), das in Berkeley am dortigen
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Erdbebeninstitut der Universitat zur Analyse der Boden-Bauwerks—Wechselwirkung ent-
wickelt wurde, folgenden Ausdruck fir den komplexen Schubmodul

G = G(1 —2B% +i2864/1 — BZ), (3.204)
der auch einfacher geschrieben werden kdnnte
G = Ge™ (3-205)
mit
Be =siny, (3.206)

und verwendet zusitzlich viskose Rinder.

Bei dem beschriebenen Vorgehen wird allerdings der nichtlineare Charakter der hyste-
retischen Dampfung nicht beachtet. LAZAN wies bereits 1959 auf dem Kolloquium
“Structural Damping” [52] darauf hin, dafl die komplexe Methode nicht auf Materia-
lien mit Strukturdimpfung anwendbar sei. Er schlug vor, Energieeinheiten wie z.B. die
Dampfungsenergie zu verwenden, da diese fiir beide Arten definiert werden kénnen.
Allerdings raumte er ein, daf fiir kleine Dampfungen eine dquivalente viskose Dampfung
(mit Vorsicht) beniitzt werden kdnnte. THOMSON zeigt in [28)], wie dieses Aquivalent
fiir einige Didmpfungsarten im interesssierenden Resonanzbereich ermittelt wird.

Beim gewahlten Modell LStvK ist die Abhingigkeit der Dampfung von der Frequenz
gebrochen rational, also weder viskos noch hysteretisch. Der qualitative Verlauf ist in
Bild 14 dargestellt. Dieser Verlauf paBt mit den mir bekannten Literaturaussagen iber
das Verhalten des Bodens bei Schwingungen zusammen.

Im stationdren Fall wird die durch Erregung zugefiihrte Energie gerade durch die
(Gesamt-)Dampfung verbraucht, die Summe aus sich austauschender Feder- und kine-
tischer Energie bleibt erhalten (siehe hierzu auch Kapitel 5).

Unter Dimpfung (Energiedissipation) fallt hierbei sowohl die Werkstoff- oder innere
Dampfung, also die Umsetzung in z.B. Wirme oder Schall, als auch die Abstrahlungs—
oder geometrische “Dimpfung” durch die Wellenabstrahlung in alle Richtungen.

Beim Baugrund ist die Werkstoffdimpfung im allgemeinen klein gegeniiber der Ab-
strahlungsdimpfung und hingt unter anderem ab von den in Kapitel 2.1.3 fiir den dyna-
mischen Schubmodul genannten Bedingungen (siehe auch [35]).

Die Abstrahlungsdimpfung kann ein Vielfaches der Materialdimpiung betragen. Sie
hingt auBer von der Gelindegeometrie noch ab von
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of

Bild 14: Dampfung beim Modell LStvK

® Abmessungen, Form und Steifigkeit der Lasteintragungsplatte,
e Erregerfrequenz,

e Erregermodus (vertikal, horizontal, Kippen oder Torsion).

Um einen Eindruck von der GroBenordnung zu vermitteln, entnehme ich der Li-

teratur [89] den gemessenen Wert der Gesamtdimpfung bei B, =~ 1 (nach (3.78))
und'» = 0,25 za D = 40 %, wovon etwa ein Zehntel auf die Materialddmpfung
entfallt.

. Diese Gesamtdimpfung des Kontinuums ist dabei untér bestimmiten Voraussetzungen
einem ersetzenden linearen DimpfungsmaB zuordenbar.- Haufig geschieht diés auch nur
mit der Werkstoffdimpfung; siche dazu die Anmerkung am SchluB dieses Kapitels.

Die Annahme eines knearen DimpfungsmafBes ist gerechtfertigt, da im betrachteten
stationdren Zustand auch-gedampfte Systeme periodische Schwingungen ausfiihren.

Zur Berechnung von D wird (wie z.B. im verwendeten Frequenzanalysator) die cha-
rakteristische Bewegung des Systems (je nach Modus) als die eindimensionale Bewegung
des gedampften Einmassenschwingers mit harmonischer Erregung aufgefaBt.

Im folgenden werden nur die verschiedenen DimpfungsmafBe eingefiihrt; als Ver-
gleichsrechnung fiir den Versuch wird in Kapitel 4 das niherliegende System “Masse
auf eindimensionalem LStvK” behandelt. -



88 KAPITEL 3. THEORETISCHE UNTERSUCHUNGEN

Das in Bild 2 a vorgestellte Modell kann bei harmonischer Erregung mit folgender
Differentialgleichung beschrieben werden, anhand deren verschiedener Schreibweisen die
Begriffe erldutert werden:

mitkztcz = Fe (3.207)
54265+ %z = gg"“' (3.208)
74 2Dwes + iz = %em' (3.209)

mit m = Masse, k = Dimpfungskoeflizient, ¢ = Federkonstante, F = Erregerkraftam-
plitude, 2 = Erregerkreisfrequenz,

=5 (3.210)

2m
c
wg = ‘/ p— (3.211)

Eigenkreisfrequenz des ungedimpften Systems,
S_ k __k__wk_1 . 1 AW
—wo_2wom_2\/cm_2c—47r T4 W

LEHRsches DampfungsmaB bzw. Anteil der kritischen Dimpfung, 1 = Dampfungskapa-
zitdt, AW = Dimpfungsarbeit, W = Gesamtarbeit.

Abklingkoeffizient,

(3.212)

Die Dampfung D kann unter anderem iiber einen Ausschwingversuch, iiber die Mes-
sung des Phasen(verschiebungs)winkels ¢, iber die sogenannte Halbwertsbreite (Bild 9)
oder iiber die Hystereseschleife (Bild 4 b) ermittelt werden.

Aus dem Diagramm des Ausschwingversuchs (Bild 15) 1aBt sich das sogenannte lo-
garithmische Dekrement ermitteln zu

A=t (3.213)
An+l
Es ist mit den anderen Dampfungsgréfien wie folgt verkniipft
276 2wDwy ¢ wo 2xD xk
E—me—— = — = = —— =27t £
A on p” Y wp - D - 2 tan @ (3.214)

mit ® = Dampfungswinkel und

wp = \Jul — 62 = VT — D? (3:215)

Eigenkreisfrequenz des gedampften Systems.
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* Jl oot

N .~
e

z = Ae~% cos(wpt ~ ¢)

Bild 15: Diagramm des Ausschwingversuchs

Fiir kleine Dampfungen gilt +/1 — D? =~ 1 und damit
¥

A=x=2rD= 2 (3.216)
also . A
= — d 3.217
D o In e ( )
und
D=5n® ~tan® =~ &. (3.218)

Mit dem Phasenwinkel hangt die Dimpfung D wie folgt zusammen: Im Resonanzfall
ist } = wgr, wobei im gedimpften System die Kreisfrequenz bei Resonanz

WR = y/wi — 262 = weV/1 - 2D (3.219)

aber nicht gleich der Eigenkreisfrequenz wp ist.
Damit ist
2602 25&)}{ 26wp Wr WRr
e -0 Wl-wh 28 6§ Duwp (3.220)
WR 1

— -. (3.221)
wotany tang

Zu einem anderen Ergebnis kemmt man, wenn man D mit fg identifiziert (wie
z.B. in [60]; 85 ist aber lediglich die hysteretische Materialdimpfung bei Distortion!).
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Es ergibt sich wegen 2 ¢ = tany

D= % tan . ) (3.222)

(3.221) und (3.222) widersprechen anscheinend dem héaufig in der Literatur angege-
benen Wert

D =~ tanyp, (3.223)
der sich nur ergibt, wenn man z.B. im VoIGT-KELVIN-Modell D mit wG/G identifiziert.

Anscheinend besteht hier eine verbreitete Verwechslung des Phasenwinkels ¢ mit dem
Dimpfungswinkel ® zwischen ungedimpfter und geddmpfter Eigenkreisfrequenz.

Diese beiden Winkel hangen beim Einmassenschwinger zusammen. Aus (3.218)
und (3.221) folgt

tan® - tanp = 1. (3.224)

Uber die Halbwertsbreite ergibt sich aus dem Leistungsspektrum (siehe Bild 9)

1
§ = 1Aw= L = unten) (3.225)
gt =3
1
wy =~ E(wobcn + wuntm) (3-226)

D = & Woben = Wunten (3.227)

Wo Woben + Wunten

Weitere Zusammenhénge der verschiedenen Dampfungsgrofien siehe z.B. {12],{78].
Berechnet man diese so definierte Dampfung D fiir das Modell LStvK, erhilt man

bzw. mit den spater in Kapitel 3.4.7.1 einzufiihrenden dimensionslosen Parametern 7
und ¢
_1-G(
2AC+7)
Daraus liefle sich z.B. bei vorher bestimmten G und 5 sowie bei bekanntem @ und
errechnetem D die Grofle { bestimmen zu

(3.229)

70—~ 2GD

(= QEDn+G)

(3.230)
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bzw. dimensionslos _
¢-1-26D
‘=307+C

= (3.231)
7

Qe

Diese Methode wird von mir jedoch nicht angewandt.

Es sei nochmal darauf hingewiesen, da dieser Wert und daraus abgeleitete Groflen
nur lokale Giiltigkeit haben, fir den Meflort aber simtliche Einfliisse beriicksichtigen,
wenn man das LEHRsche DampfungsmaB mit der Gesamtdimpfung identifiziert.

Anmerkung: Sowohl der Begriff “Dampfung” alleine als auch die Bezeichnung *D”
werden in der Literatur (und auch ven mir!} fiir verschiedene Inhalte verwendet, und
zwar fir

o Werksi;oﬁ'dimpfdng,
¢ Gesamtdimpfung (Summe aus Werkstoff- und geometrischer Dampfung),

¢ LEHRsches DampfungsmaB (Definition am Einmassenschwinger).

Verstarkt werden die Schwierigkeiten bei der Verwendung der Begriffe dadurch, dafl
bei allen bisher diblichen Versuchen zur Bestimmung der Dimpfung Werkstoff- und
Systemeinfliisse gemischt wirken, so daB der Wunsch nach einer im Versuch ermittel-
baren systemunabhangigen Grofie nicht erfiillt werden kann ;

Eine Losung scheint nur teilweise in Sicht zu sein: Der Arbeltskrels “Baugrund-
dynamik” schligt die Verwendung der Dampfungskapazitit ¥ vor. Bis ‘sich diesé GroBe
allgemein durchsetzt, sollte man jeweils verdeutlichen, welches D gerade gemeint ist.

3.4.4 Dynamische Querdehnzahl

Nach der Definition von G (mit D) fehlt zur Anwendung in der Praxis nur noch die
Querdehnzahl v,

Im vorliegenden v1skoelastlschen Fall ist diese selbstverstindlich ebenfalls eine kom-
plexe Grofe. '

Die aus der Messung von Wellenlaufzeiten errechnete Querdehnzahl wird zwar hiufig
(w.a. in [36]) “dynamisch” genannt, sie wird aber unter der Voraussetzung eines homoge-
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nen elastischen Mediums (ohne Dampfung!) aus den Geschwindigkeiten der Scherwelle

G
C=4[— 3.232
3 (3-232)
und der (isothermen) Kompressionswelle
_ 1= |G
%=\3"% 5 (3.233)
errechnet: 2 _ g2
= (3.234)

V=m.

Diese Berechnung liefert eine Querdehnzahl, die frequenzunabhingig und daher gleich
der statischen Querdehnzahl ist. Sie ist somit rein reell und stellt bestenfalls den Realteil
der komplexen Querdehnzahl i dar.

Definiert man den Zusammenhang der komplexen Gréfien K, G und 5 analog (3.183),
z.B. wie [28}:

1-2 = —— (3.235)
und setzt (3.192) bis (3.197) ein, so erhélt man

3K' — 2G' —i2G" _ (3/2K — G') —iG"

b= K +2C+2G" - (K +0)+i0" (3.236)
und weiter fiir den LStvK den unhandlichen Ausdruck
5 _ [CEEQ+ 007 — (G +2)] ~ iln - G0 -
2681 + (202) + (G +7¢92)] +i[(n — G()Q
bzw. wiederum mit den dimensionslosen GroBen
,_ [eE040) - @ +m0)] -in-50) 0

[GHL0+T)+ @ +70)| +im-TO)

Berficksichtigt man, daf sich die Querdehnzahl in den meisten Boden im Bereich von
v = 0,25 bis v = 0,49 bewegt, und da8 der Imaginarteil von & keine unmittelbare
physikalische MeBgroBe ist, dann erscheint die Verwendung des obigen Ausdrucks als
nicht angemessen.



3.4. VISKOELASTISCHE SCHICHT 93

Statt dessen kann (zumindest in erster Niherung) die komplexe Querdehnzahl gleich
der statischen gesetzt werden
b=v, (3.239)
obwohl dies streng genomimen einen Widerspruch zu der getroffenen Annahme (3.181)
darstellt, aus der folgte
K =K. -7 (3.240)

" Tn theoretischen Untersuchungen werden manchmal noch weitere komplexe Grofien
definiert, 2.B. in [30] und [60]. Diese komplexen Wellengeschwindigkeiten, Verschiebun-
gen, Kriech— und Relaxationsfunktionen tragen meines Erachtens zum Verstandnis der
Vorginge bei Erregung des Bodens wenig bei, da sie alle ohiie physikalisches Aquivalent
sind. Deshalb wird hier auf deren Einfihrung verzichtet.

3.4.5 LaPLACE-Transformation
Wie in der Einleitung zu Kapitel 3.4.2 Verwihnt, wird nun die LAPLACE-Transformation
als Hilfsmittel eingefiihrt.

" Ihr Vorteil liegt darin, da8 mit ihrer Hilfe die lineare Viskoelastizitit iiber das soge-
nannte Korrespondenzprinzip wie die lineare Elastizitit behandelt werden kann. -

. Hierzu werden die Feldgleichungen inklusive der Anfangs- und Randwerte in den
(LAPLACE—)Bildra.um transformiert und dort geldst. Das Ergebnis muB dann wieder in
den Originalraum riicktransformiert werden, wobei im allgemeinen die groften Probleme
entstehen.

"Im folgenden'werd‘en nur die Wichtigsten Regeln bei ihrer Anwendung wiedefgege—
ben. Néhere Ausfiihrungen siehe vor allem bei DOETSCH (je nach Anforderung [21],(22]
oder [23]).

Die Transformationsvorschrift lautet
F(s) = £F(t) = / F(t)e"dt (3.241)
(1]
mit f(t) = Originalfunktion und f*(s) = Bildfunktion.
Die Riicktransformation ist formal durch

flty=L7f(s) (3.242)
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gegeben.

Bei beidseitiger Anwendung der Rekursionsformel

n

Lf(n)(t) - — Z f('l-l')(_’_o)s("") + 5" f*(s) (3.243)

i=1
auf den LStvK (92 a) erhalt man
Gip +57% — (Fu(+0) + (553 = 3K &, +2GeT, — MEu(40) + 2séh,  (3.244)
was sich auch schreiben 138t als
o =1§‘s?k 4+E°g, + Anfangswerte, (3.245)

womit die Analogie zum HoOKEschen Gesetz (ohne Sterne) deutlich witd. Dabei sind

o

E = 3K (3.246)
e _ 2(G+ﬂ3)
- (3.247)
und die .
Anfangswerte = Tves [¢Fu(+0) — 29éu(40)]. (3.248)

Nach Umschreiben sowie unter Anwendung des Démpfungssatzes

L (s +a) = e f(t) (3.249)

(a beliebig komplex) und des Faltungssatzes

L3 (8) - F5(9)} = Fult) » fult) = / AT) e = r)dr = / filt = 7)fu(r)dr (3.250)
(“*” = “gefaltet mit”)

erhilt man fir den LStvK

G( -1
CZ

o = (3K & +22€ik)+2

c /: e'%é;k(t—r)df+[&;k(+0)—2%§;g(+0)]e'% . (3.251)

Dies ist eine zu (3.182) bzw. (3.184) alternative Darstellung des hier verwendeten Mo-
dells.

Der Term

[Ga(+0) - Z%Eik('i'o)]
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bezeichnet den Geburtszustand, der infolge des Faktors e ¢ mit der Zeit an Einfluff
abnimmt und daher fiir den im Versuch angenommenen eingeschwungenen Zustand ver-
schwindet, es bleibt

G(—1
C‘l

t
o = (3K &u +20) +2 / e eu(t — r)dr. (3.252)
: ]
Der Term
(3K .g:_ik .+2%§ik)

wird als instantane Elastizitdt bezeichnet, das Integral

t
/, e CEp(t — 1)dr
)

reprisentiert in dem gewahlten Stoffgesetz die aufgelaufene Verzerrungsgeschichie, bei
der ebenfalls weiter zuriickliegende Ereignisse von geringerem EiiifluB sind als zeitlich
néhere (“fading memory”).

Diese Darstellung 138t sich hier allerdings nicht zur Weiterbearbeitung verwenden, da
die auftretende Verzerrungsgeschichte des Deviators £(f —7) unbekannt ist, weil kein
weggesteuerter Versuch vorliegt.

3.4.6 Korrespondenzprinzip
Das Korrespondenzprinzip wird in der folgenden Version angewandt (siehe z.B. [29]):

Ist die Ldsung eines elastischen Problems bekannt, kann die LAPLACE-
transformierte Lisung des korrespondierenden viskoelastischen Problems ge-
funden werden, indem die elastischen Konstanten durch die Quotienten der
transformierten Opcratorpblynome und die tatsdchliche Belastung durch ihre
LAPLACE- Transformierte ersetzt werden.

" Die Losung des viskoelastischen Problems erhalt man dann durch Riick-
transformatton

Die Operatoren in (3.162) lauten fir den LStvK'

e
It

1 (3.253)

1+(5 (3.254)

a T}
|



96 KAPITEL 3. THEORETISCHE UNTERSUCHUNGEN

o

Q = 3K (3.255)

Q 2G + zn%, (3.256)

ihre LAPLACE-Transformierten sind dann

LP

= P=1 (3.257)
LP = P =14(s (3.258)
£ = Q =3K (3.259)
LY = Q" =2(G +9s). (3.260)

Die nach [20] daraus gebildeten Operatorpolynome ergeben formal die transformier-
ten Konstanten ‘

0 2. .1+v
K = — =G (3.261)
3p 3 1-2»
B (o} _G+ns
G = 2B~ 110 (3.262)
S o= Q P- I", g _ G+ v)(1 +¢s) — (1 — 2)(G + ns) (3.263)
2 é' Py }‘;‘ o 2G(1 + v)(1 +¢s) + (1 — 2v)(G + )
bzw. in dimensionsloser Schreibweise
- 2— 14+v
K« = 16'1 mew (3.264)
o = GiF (3.265)
14(s

2G(1 +v)(1+(3) + (1 —2v)(G +73)

Vergleicht man (3.261) mit (3.190) und (3.183) bzw. (3.262) mit (3.191), so wird
deutlich, daB die komplexen Moduli eng mit diesen transformierten Konstanten zusam-
menhéngen (statt if) steht hier s) und damit im stationiren Fall auch die beiden Me-
thoden (komplexe Moduli und LAPLACE-Transformation).

Der Vergleich von v* (3.266) und # (3.238) zeigt aber auch, dafl ein paralleles Bearbei-
ten beider Methoden bei speziellen Ergebnissen die Maglichkeit bietet, den bequemeren
Ausdruck fiir weitere Berechnungen zu verwenden.



3.4. VISKOELASTISCHE SCHICHT 97
3.4.7 Lésung fiir die viskoelastische Schicht

3.4.7.1 Lésung im Bildraum

Setzt man in die Bewegungsgleichungen (3.7) und (3.8) des homogenen elastischen Kon-

tinuums im rotationssymmetrischen Fall den LStvK ein und fihrt dann die LAPLACE-
Transformation durch, erhalt man

1 1+v G+1s G+ns u; v
2, _ O - e =4 = 2
os’ur — 3 (2G’1 =5, t 1 +CS) e’ T4 ¢Cs Auj ) 0 (3.267)
1 1+4v G+1ns G+9s
2,0 _ 2 . _ * = 0. (3.268
g7t 3(2G1—2u+1+Cs)e" Ty ow = 0 (3.268)
Die Randbedingungen lauten LAPLACE-transformiert
- F L : 0<r<a
oL(2=0) = { 2ra/aT=rT " s-i0 == (3.269)
0 : r>a
o, (z=0) = 0 (3.270)
uf(z=d) = 0 (3.271)
uy(z=0) = 0 (3.272)

Wird das Korrespondenzprinzip in der dargelegten Form angewandt, miissen die
elastischen Konstanten in der Losung (3.109) bzw. (3.112) mit (3.118) und (3.119) ersetzt
werden, also G durch G* (3.262) und v durch »* (3.266), das heifit 72 durch

> 3(1 — 20)(G + ns)
T 2[G(1 + v)(1 4 Cs) +2(1 — 20)(G + ns)]

T

(3.273)

Neben den in Kapitel 3.3.4.3 aufgezahlten GréBen bendtigt man fiir die viskoelastische
Losung auBerdem

Dimension
LAPLACE-Variable Variable " T (hier)
n Scherviskositat Parameter ~KTL™*= ML™T™!
(= dynamische Zzhigkeit bei kleinen Verformungen)
¢ “Spannungsviskositit” Parameter T

(von mir so genannt, weil er im Stoffgesetz bei den
Spannungen steht).
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Auch diese GroBen werden durch Bezug auf die gewdhlien Grundgrofien a, $ und m,
dimensionslos gemacht:

3 = 07! (3.214)
7T = gm;laQ™! = paPmytry’ Q7 = pa?QF (3.275)
¢ = (0 (3.276)

Bildet man analog zum elastischen Fall auch hier zusammengesetzte Bezugsgrofien,
so erhilt man zusatzlich zu den Gréflen in Kapitel 3.3.4.3

T = @@ (G+ns)a® _ G+7s

G = G'morom T A C)more® 14 (s (3.277)
> _ 3(1 - 20)(G +739) _ 372 5978
"7 GO+ () +21 - 2)C+T3)]  Z(3-4r) 441 (3.278)
= 1 1 G G

@ = an\/7 = Q\/ 9(G : 5:) (G++c;)s - (3279)

Wie man leicht zeigen kann, sind hierin die elastischen Parameter G, 72 und ao fiir
7 = { = 0 eingeschlossen.

Die Transformation von e lautet

i 1
c {e - — (3.280)

Setzt man alle Groflen in die dimensionslose elastische Losung (3.109) ein und multi-
pliziert mit {2, so ergibt sich die dimensionslose viskoelastische Losung im Bildraum fiir
den gewichteten Mittelwert unter der Platte zu

—a  m 1 [ sin’*(agp)Z*(p,3)
uz'"(s)_SE":(?—i) ["/r; ageN*(¢,3) 4
on sin*(agpn)Z*(¢n, 3)
; o o) ] (3.281)

Fir Z*(¢,3), N*(¢,3), Z*(¢n,35) und N"*(ps,5) werden in (3.95), (3.96) und (3.106)
jeweils die GroBen 72 und ag durch 72° und af ersetzt. Damit werden diese Funktionen
abhingig von 3, also auch das Integral und die Summe in (3.281).

Die mittlere dimensionslose Verschiebung unter der Platte auf der viskoelastischen
Schicht wird im Bildraumn in der Form wie (3 110) zu

u;, = G_(_ )(fl +1ify) (3.282)
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mit den Funktionen

omy = L [ sin’(a3p)Z"(,3)
i@ = & / ao‘p‘}v_(%s) dp (3.283)
56 = 82“22&"—% (3.284)

Die Losung ist in dieser Form noch nicht interpretierbar.

3.4.7.2 Riicktransformation der Lisung in den Originalraum

Der Realteil aus der Riicktransformation dieser Ldsung (3.281) in den Originalraum
ergibt dann die gesuchte Losung fiir die viskoelastische Schicht. Formal ist

LEE)} = a5l
Ty 1 is .
= Q- lim L eful ds= F@) E" 0 (3.285)
y—00 2% Jo gy m 0 1< :

(z ist die Abszisse in der Halbebene absoluter Konvergenz).

Dieser formale Zusammenhang ist im allgemeinen fiir die Anwendung wenig geeignet.
Meist werden zunidchst so weit wie mdglich die sogenannten Korrrespondenztabellen
(z.B. von DOETSCH [22]) verwendet. Aus diesen kdnnen zu gegebenen Funktionen im
Bildraum die zugeh&rigen Funktionen im Originalraum entnommen werden.

Hierzu wird (3.282) geschrieben

u;, (3) = LEAE) +:7(3)] (3.286)

mit
1 1+(s

e = e " Grre-9

(3.287)

Bei Anwendung des Faltungssatzes (3.250) erhilt man
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7. (1)

i

LMTE) = g LB i)
[ fs} +iL £ £3Y)
=3 /0 Fu(r) fa® ~ T)dr + 1 /0 fz(r)f;,(f—-r)dr] (3.288)

mit

fi=LYfr}  i=1,2,3 (3.289)

Die Riicktransformation von f; ergibt

fa({) =

Falls man den gesamten Zeitverlauf der harmonisch erregten viskoelastischen Schicht
ermitteln wollte, kénnte man z.B. versuchen, mit Hilfe der Korrespondenztabellen die
Riicktransformationen von f; und f; zu bilden, was mir wegen der umfangreichen
Ausdriicke und wegen des Integrals in fi bzw. der Summe in f; fast unmdglich er-
scheint. Formal ergibt sich bei der Riicktransformation von f} ein dreifaches Integral
(itber ¢ von 0 bis oo, {iber 3 von —ico bis +ico und iiber 7 von 0 bis 7).

Im Zusammenhang mit dem geplanten Versuch interessiert jedoch nur der einge-

schwungene Zustand, der sich fiir t — oo einstellt.

3.4.7.3 Aufbereitung der Lisung fiir die Vergleichsrechnung

Nach DOETscCH [21],(23] erhilt man als Losung der linearen Differentialgleichung bei
passiven Systemen (d.h. ohne innere Energiequellen oder —senken) mit der harmonischen
sogenannten Fingangsfunktion F(t) = ¢ und bei beliebigen, speziell also auch bei ver-
schwindenden Anfangsbedingungen (Y™ (0) = 0 fiir alle ») fiir den eingeschwungenen

Zustand (t — oo)
Y ey =F() (3.291)
n=0
die Ausgangsfunktion
a(t) = (i)™, (3.292)
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weil der restliche Lésungsanteil fiir ¢ — oo gegen Null geht.

Der Frequenzgang q(i) ergibt sich, wenn man direkt im Bildraum in die Uber-
tragungafunktion q(s) = y(s)/S(s) Iy(s) = L{Y(t)) wnd f(s) = L{F())] far
s = i} einsetzt, was wesentlich einfacher ist als die Bildung ihrer Riicktransformation.
An dieser Stelle wird der Zusammenhang mit den komplexen Moduli wieder deutlich.

Auf die vorliegende Funktion u—;: (3.282) angewandt, erhilt man

i(EF=1)= G'(‘ =) = E=0+if;(3=1)] (3.293)

und damit

T () = 3(3) - ™. (3.294)

Zerlegt man den Frequenzgang ¢(iQ) in Realteil u(f2) (sogenannte Wirkkomponente)
und Imaginérteil v(Q?) (sogenannte Blindkomponente), kann man die auch experimentell
ermittelbare Ubergangsfunktion Yy(t) aus lediglich einem der beiden Teile errechnen,
z.B.

Yolt) = 2 /0 m‘“fg’—) sin Q2d0. (3.205)

Mit ihrer Hilfe bekommt man fiir jede beliebige (!) Eingangsfunktion F(t) die Aus-
gangsfunktion nach der DUHAMELschen Formel

Ya(t) = Y (2) = F(2). (3.296)
Diese Formel ergibt sich aus der Differentiation der Faltung
d
Ya(t) = E(Yu * F) =Yy« F+ Yy(0)F(2), (3.297)

weil in unserem Fall Y7(0) = 0 ist. Y{(t) stellt hierbei die GREENsche Funktion des
jeweiligen Problems dar.

Eine andere Méglichkeit zur Ermittlung von Ya(t) des vorliegenden Problems ergibt
sich aus u(0) und v(Q) iiber

Ya(t) = Ag(Q)eil—e(] (3.298)

mit der Amplitude
Ao() = lg(:0)] = V/u3(Q) +v2(Q) (3.299)
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und der Phasenlage
—v()
u(@)

Der Realteil von ¥y(t) ist wiederum die gesuchte Vergleichslésung zum Versuch.

»(€1) = arctan

(3.300)

In dimensionsloser Darstellung lauten die bendtigten Groflen

(i) = Re{g(i)} (3.301)

o(z) = Im{g(i)} (3.302)

A, = g 3.303

o = @)= IG'( )llfl(") +if5 () (3.303)

Im{g} fi(3)

., = arctan — = arctan — 3.304

¢ Refg) JHO) (3304

f2(3) und f;(i) sind die |G*|-fachen Real- bzw. Imaginirteile der dimensionslosen visko-
elastischen Lésung im Bildraum, wenn man § = i setzt. Diese Losung im Bildraum

erhilt man nach dem Korrespondenzprinzip durch Ersetzen der elastischen Konstanten
in der elastischen Losung, also hier von ao, G und 7? durch @, G* und %" nach (3.277)
bis (3.279).

Zunichst ergibt sich damit uf_ nach (3.281), dann

q(s) = f( ) ) = %(f;uf;) (3-305)
mit
f(3) = LHF®)} (3.306)
und damit die viskoelastische Losung
Time = —(fl tify) = |G |(fl. +ify,)- (3.307)

und die fiir die Weiterbearbeitung relevanten Ergebnisse

Re{w;} = = +( {f1, cost — fa,sin?) (3.308)
A, = ll‘w = C;:C VR A, (3.309)
tany, = _f (3.310)

S
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Die einzelnen Teile darin lauten

Z*(p,5 =1) .

N*(p,5=1)

ao,

v

a(EF=i)=ao

==[Re{G.} - fi + Im{G.} - f;]

IGI
IG|[Re{G) f; ~ m{G.) - ;)
O+l G+ -G
GO =T T Ve
1+¢

G+

1 / sin®(a0, ) Z"(0, 5 = 2)
Re q —
81r a0, o N*(p,5=1)

. sin (aOu‘Pn)Z (pn, 5= ')
+ “8 Z a0, PnN*' (pn,3 = i)
1 sin?(ag,0)Z*(p,3 = i)
- & d
fm {SW / a0, pN*(p,3=1) ©
-_'l sin®(ao,n)Z7(a, 5 = i)
8 n ao',(p,._N"(cp,.,E b i)

[0 = 733 (e - 1}

-sinh ag,d{¢? — 'rr)% cosh ag, d(p* — 1)%

44

(¢* =)}

—? cosh ag,d(ip® — 1'2‘)% sinh ap,d(? —~ l)é]
2 - e — D - )

~( =) = D} [t - e

- cosh @, d(p? — 7'2 )7 cosh ag, d(p” — l);
+ [(¢ =) =)+ (- ]

- sinh ag,d(? — 72°)? sinh a,d(¢* — 1)%

[ G [Ga+i®)
\/G‘(s V G+i7

ﬁ, @ +70) +i@T -7)
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(3.311)

(3.312)

(3.313)

(3.314)

(3.315)

(3.316)

(3.317)

(3.318)

(3.319)
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372

(3 — 47%) + 47
3G +17)

= — - = . 3.320

G(1 +1()(3 — 472) + 472(G + 7)) ( )

Z* und N* ergaben sich aus (3.95) und (3.96).

2 = F'E=i)=

In dieser Darstellung (3.307) im Originalraum zeigt sich deutlich, daBl bei harmoni-
scher Erregung die Antwort des viskoelastischen Systems ebenfalls harmonisch ist, und
zwar mit derselben Antwortfrequenz wie die Erregerfrequenz (also wie im elastischen
Fall), aber mit gegeniiber dem elastischen Systemn veranderter Amplitude und verdnder-
ter Phasenlage.

Aus der komplexen Nachgiebigkeit 138t sich auch hier wieder die Impedanz (3.125)

berechnen: 1
I, = ks, +iage,, = ———— 3.321
TS (3:321)
und hieraus
fi
ks = . 3.322
A 32
~fa,
6, = — I 3.323
wlf+ 15 (3.323)
Auch die massebehaftete Amplitude 158¢ sich wie in (3.123) darstellen:
-2
14+¢ [ fi.+f ]
A== e 3.324
J F 17t L+ ba3f1) + (badfan)? (3.324)

Die elastische Lasung ist fiir 7 = = 0 eingeschlossen. Dies bewirkt, dafi der Ima-
ginirteil des Integranden in f{ und f; verschwindet.

Das Integral in (3.315) und (3.316) hat einen komplexen Integranden, aber eine reelle
Integrationsvariable. Es 148t sich daher aufspalten in zwei Integrale (¥ komplex)

/ Flo)dy = / Re{F)dp +i / Im{F"}dp (3.325)
Hierbei ist F(¢) = %’ﬁ%, so daf gilt
. Re{Z)Re{N,} + In{Z}Im{N.} _ Zn
Rell} = R+ (mNJE  ~ N (3:326)

Re{N,}Im{Z,} — Re{Z,}Im{N,} _Z

Im{F} = (Re{N,})* + (Im{N,})? N

(3.327)



3.4. VISKOELASTISCHE SCHICHT 105

Analog ergibt sich fiir die Summe in (8.315) und (3.316) mit F{p.) = Zeleal

Ni{en)
S F, = Y Re{F}}+i) Im{F}} (3.328)
Re{F} = IZV—R (3.329)
m{F) = % (3.330)

mit der Nennerableitung
N'=Ny = 2 [(Re(W} + (in{N.})]
= 2[Re{N.}(Re{N,}) + Im{N,}(Im{N.})'] (3.331)
N, = ag,pN* (3.332)

N, ergibt sich, wenn man in (3.106) die elastischen Parameter gegen die viskoelastischen
austauscht.

Insgesamt ist damit

Gif; = g [ B rig [ 3
—'[gz I8 o) +i N,(m] (3.333)
Hieraus ermittelt man
K= e ﬁdwi%;%(%) (3.334)
i [ B ) 2R o) (3.335)

Im Gegensatz zur elastischen Ldsung gibt es keine Pole des Integranden, da (aufier
bei ¢ = 0) N nieidentisch Null wird, was ja bedeuten wiirde, da Re{N,} und Im{N,}
gleichzeitig Null sein miiten. Fiir die numerische Integration nehme ich die Stellen, an
denen Re{N,} = 0 ist, als Integrationsgrenzen.

Im viskoelastischen Fall sind also fiir die Vergleichsrechnung in (3.311) und (3.312)
einzusetzen

. _ Zr

i = 8W Nd (3.336)
1

* = _— — . 7

f o 214, (3.337)

Hierin ist allerdings die elastische Lésung fiir 7 = ¢ = 0 nicht mehr enthalten.
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3.4.8 Numerische Auswertung fiir die viskoelastische Schicht

Neben den Parametern des elastischen Problems G, ag, d, B, und v sind zusitzlich 3

und { zu variieren.

Die praktisch relevanten Bereiche dieser beiden Parameter sind a priori nicht anzu-
geben, da mir keine entsprechenden Bodendaten vorliegen.

Die dynamische Viskositit 7 als MaB der inneren Reibung ist abhingig von der
Temperatur, vom Druck und eventuell noch vom Geschwindigkeitsunterschied. Letz-
tere Abhangigkeit fiihrt auf ein nichtlineares 5. Fiir meine Untersuchungen sind diese
Abhingigkeiten von geringem EinfluB und werden deshalb nicht berficksichtigt.

Um Anhaltswerte dieser Groflen fiir den Boden zu bekommen, entnahm ich verschie-
denen Handbiichern (vor allem [51]) die Werte der folgenden Tabelle, die sich mit einer
Ausnahme alle auf 20° C bezichen und auf das SI-Einheitensystem umgerechnet wurden:

. duyn -
¥ o 1 Pa-s =12 = 10 Poise = 10 X7
m-s m? cm?

1

Teilweise war nur die kinematische Viskositit v angegeben, aus der die dynamische
Viskositat 5 Giber die Dichte errechnet wurde:

n = v-p. (3.338)

Tabelle: Dynamische Viskositit 7 bei 20° C in %

Gase und Dampfe 8,5-107¢—-2,2.10"%
Luft 2-1078
Kiltemittel 7-10~%-5.10"*
Benzin 5.10~*—6,5-10"*
Wasser 10-3
Alkohol 1073 - 5.1073
diverse Ole (mineralisch, tierisch, pflanzlich) | 5-1072—5.1971
Milch 2.107t
Gelatine 5.107!

Teer 10?
Bitumen 10* —10°
Gletschereis bis 8,5 10%
Glas 10'7 — 10°
Fels (> 300° C) 10' — 102
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Bindige und feuchte rollige Béden liegen schitzungsweise im Bereich zwischen Gela-
tine und Teer, d.h. ich nehme fiir die Berechnungen an

n=10"1— 1029
m-s8

Wihrend fiir die Scherviskositit von Stoffen (auBer Béden) viele Messungen vorliegen,
ist die Spannungsviskositit ¢ nicht in der Werkstoffkunde eingefiihrt; es liegen daher
keinerlei Werte vor.

Fiir die Berechnungen wiahle ich ¢ so, daB der Term

1
ok — 5%’,‘.:&'1:) (3.339)

im Stoffgesetz (3.180) die gleiche Grdfenordnung erhilt wie der Term
1
2n(€iks — §5jj,t'5ik)- (3.340)

Aus Bild 6 erhalt man bei Vibratoren an der Oberfliche fiir die Schubverzerrung
¥ & 1077 1075,
Bei eindimensionaler Betrachtung und mit G = 5-107N/m? als mittlerem Schub-
modul entspricht dies einer aufgebrachien Spannung von ¢(G) = 102N/m?

Wird diese Verzerrung z.B. bei 25 H 2 erreicht, entspricht dies einer Spannungsiande-
rung von & = 10 N/(m?- s) und einer Verzerrungsinderung von é = 107* 1/s.

Bei der angenommenen Scherviskositit 7 = 10 N-s/m? ergibt sich mit Term (3.340)
o(n) = 2-107 N/m?, Setzt man dasselbe fiir den Term (3.339) an, kann man errechnen

¢ =210

Fir die Parametervariationen nehme ich an:

¢ =10%-10"%s.

Hieraus ergeben sich durch Kombination mit den ungiinstigsten GroBen aus Kapi-
tel 3.3.5.1

# nach (3.275) ~ 1,5-107°~4.10"! und
Cnach (3.276) ~ 3.1077—6-107"
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Kapitel 4

Eindimensionale

Vergleichsrechnung

Zur Verdeutliching von Tendenzen wird eine eindimensionale Vergleichsrechnung zur
viskoelastischen Schicht durchgefiihrt.

Die Differentialgleichung der Bewegung fiir den eindimensionalen Linearen Standard-
festkorper (eLSt) erhilt man am schnellsten durch Erginzung zum System mit zwei
Freiheitsgraden (Bild 16) und nachtrégliche Berficksichtigung des Fehlens der Masse m.

Bei Schwingungen des Systems um die statische Ruhelage und bei Erregung mit
F(t) = F - ¢, also verschwindendem F(¢ = 0), ergibt sich die lineare Differentialglei-
chung 3. Ordnung .

FLULOVE- T (HT@ + ,-n) %e-'m (4.1)

Durch die Reduktion des Systems geht eine Anfangsbedingung verloren. Daher folgt
aus der Vorgabe von Anfangsauslenkung und —geschwindigkeit ein abhéngiger Ausdruck
fiir die Anfangsbeschleunigung, allgemein folgt aus

z(0) = = (4.2)
#0) = v, : (4.3)
so daB gilt
s_ . aG
i= T o) +vcz)mzo, (4.4)
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Bild 16 : Linearer Standardfestkérper als Schwinger mit zwei Freiheitsgraden

und daraus folgt

c

7(0) =~ (4.5)
Speziell wird gewahlt: 2(0) = 0 und 2(0) = 0, was bedeutet, daff auch #(0) und ¥ (0) zu
Null werden.

Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung (4.1) setzt sich zusammen aus der
Losung der zugehérigen homogenen Gleichung und einer Partikulirldsung.

Da die Losung der homogenen Differentialgleichung von dem Wert der Diskriminante

a [(ﬂ)z+(w)3 ca a (E+20cc; —8c) 4.6)

= 9m |\m k T Tm 4k?

abhangt, ergeben sich Lasungen mit verschiedenem Verhalten, die hier allerdings nicht
untersucht werden.

Statt dessen wird der Vergleich eLSt - LStvK direkt im Bildraum vorgenommen.

Hierzu wird die Differentialgleichung (4.1) samt der Anfangsbedingungen in den
LAPLACEraum transformiert und dann nach f(s) aufgeldst
F (232 4 iQ)
(s —iQ) (s + af242 + 25 4 a22)

o= (4.7)
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Die Dimension von f*(s)ist L-T.

Fiir den Vergleich mit der dimensionslosen Verschiebung 7 nach (3.281) muB f*(s)
noch durch die charakteristische Lange a dividiert und mit der Erregerfrequenz §2 mul-
tipliziert werden.

Da im eindimensionalen Fall die Querdehnung unberiicksichtigt bleibt, wird aus der
Differentialgleichung (3.182) mit (3.183)

it + (oire = 2Geq + 2nein s (4.8)

Die Koeffizienten lassen sich mit denen des eindimensionalen Modells ( Bild 18) iden-
tifizieren: ( mit py, 2G mit go und 2n mit g;. Unter Beachtung der Dimensionsechtheit
erhilt man damit

k : :
~ = i 4.9
ate C ) (49)
%2 _ 96 (4.10)
a4+ :
kCl

Setzt man diese Ausdriicke in (4.7) ein, geht diber auf dimensionslose Gréfen und
formt geeignet um, so wird

1+i¢

' f - — E *® s =
£ = af (s) (3—i) [m3(1+ ) +2C+73)] (412)

Erweitert man noch um G* zu
6) = G*-(1+i() (4.13)

G- (3-i) [m3*(1 +(3) + 2(C +73)]

dann sieht man sofort durch Vergleich mit (3.282), daB zu identifizieren ist (ff + if;)
mit . ~
=G (1 450) ____ . (4.14)
ms(14+(3)+2(G+73)
(Der Index e steht fir “eindimensional™).

Mit (3.277) und fiir den eingeschwungenen Zustand, dann gekiirat, ist zu vergleichen
der Realteil von (4.14), nimlich

%G +7*) —m(G +70)

Re{ql} = — p ——,
W= G )+ i + O — 4@+ 70

(4.15)
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mit f;, nach (3.311) und der Imaginirteil von (4.14), also

e (G —7)
I = i
= @+ im0 + ©) - 4G+ 700 @19

mit f, nach (3.312).

Zusammengefafit lassen sich auch die Amplitude A, und die Phasenlage . des. ein-
dimensionalen Falles (im Originalraum!) berechnen zu

A = |¢f] = V(Re{gz})? + (Im{q;})? (4.17)
und
—Im{g:}
—t 4,18
Re{q:} (312)
und-dann direkt mit der Amplitude Ay, (3.309) und der Phasenlage ¢, (3.310) der
viskoelastischen Schicht vergleichen. Dies kommt der Ermittlung der Ersatzparameter

e = arctan

fiir das eindimensionale Ersatzsystem gleich.



Kapitel 5
Energieausbreitung in einer Schicht

Wie bereits frilher erwihnt, wird die durch Erregung zugefiihrte Energie im stationiren
Fall vollstandig durch Abstrahlungs— und Materialddmpfung verbraucht.

In einer Schicht 138t sich der Arbeitsausdruck bei Rotationssymmetrie an der Man-
telfliche eines Zylinders mit Radius R im geeigneten Zeitintervall angeben. Mit dem Un-
tergrund unter der Schicht und der Luft iiber der Schicht findet kein Energieaustausch

statt. Dies entspricht zwar nicht der Wirklichkeit, ist aber eine Folge des gewihlten
Rechenmodells.

Bei der elastischen Schicht muf sich fiir jeden Radius derselbe Wert der Abstrahlung
ergeben, und zwar genau die im Zeitintervall zugefiihrte Arbeit.

"Bei der viskoelastischén Schicht tritt zusiitzlich Materialdimpfung auf. Im Volumen
eines Zylinders ergibt sie sich z.B. als Differenz von zugefiihrter Arbeit und der durch
dessen Mantelfliche abgestrahlten Energie.

In diesem Kapitel wird die analytische _Ber_echnuﬁg fir die Energiezufuhr durch den
Riittler und fiir die Energieausbreitung in einer elastischen Schicht dargestellt; fiir die
Energieausbreitung in einer viskoelastischen Schicht wird lediglich der Weg angedeutet.

5.1 Zugefiihrte Energie

Zunichst wird die Leistung des Riittlers an der Oberfliche berechnet:
L) = F(1) - vz, (t) = F(t) - 4, 1(t). (5.1)
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Die zu verwendenden Realteile aus (3.11) und (3.110) bei Erregung mit der Kraft-
amplitude F' und der Kreisfrequenz ) sind

Re{F(t)} = Fcosflt, (5.2)

Re{u, (t)} = % . gt-(fl cos Mt — fsin ) = g%(—fl sin Q¢ — f; cos 1t). (5.3)

Die Leistung der Maschine lautet damit

F*Q . B
L,(t) = —E(fl sin Q2 cos M + f2 cos Qt) (5.4)
bzw. dimensionslos ]
I(t)= _ﬁ(fl sinfcost + f,cos??). (5.5)

Fiir die Arbeit, die von der Maschine in einer Periode T zugefithrt wird, erhilt man

T=3 2
A, = / —E—Q(fl sin 4 cos Ut + f, cos® (t)dt
o

F' 20 Fix
= [(fxzn sin® Qt + fz( + = 49 sin 29t)] =~ Ga’ 2 (5.6)
mit f; nach (3.117). Da f, einen negativen Ausdruck darstellt, mufi man tatsachlich
Arbeit zufiihren. Dimensionslos lautet sie

_% o (5.7

Zum Vergleich wird die mittlere Leistungsdichte nach E. REISSNER [68] oder nach
BYCROFT [17] herangezogen. Sie setzen allerdings von vorneherein die Maschinenlei-
stung mit der ins Unendliche abgestrahlten Leistung gleich:

F? —aofs
2a2JG_ (1 + baZf1)? + (balfz)?
Hierbei wird die Masse m des Riittlers beriicksichtigt. Setzt man diese zu Null, ergibt
sich b = 0 und damit

Ly = (5.8)

F 2(10

Ly = —m . fz (5.9)
und mit (3.74) ia
Ly = ~3Ga iy (5.10)

Dieser Ausdruck stimmt diberein mit der aus (5.6) errechneten mittleren Leistung

La=Z=-Gl fago=—gm fo (5.11)
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-

b

¥  Geschwindigkeit 7= r& + 2¢, + (CE,)
&  Kraft je Fldcheneinheit z
G Leistung Je Fiicheneinheit

Bild 17: Abstrahlungsenergie an der Zylindermantelfléche

5.2 Abgestrahlte Energie

Die Arbeit an einer Fliche F im Zeitintervall {t,,¢,] ist

tz tp
A, = Ldt = / v ( / &'ﬁ‘dF) dt (5.12)
13 t F

mit den aus Bild 17 (nach [15]) ersichtlichen Bezeichnungen.

Die Leistung L bericksichtigt nur den Anteil aus den inneren Kriften, was auch
durch Vereinfachung aus dem Ausdruck von G. HEINRICH [39] hervorgeht:

. )
L= / [17 (g|"— + gU) - aa] d5 = / §4. (5.13)
F 2 F

Mit dem von ihm eingefiihrten Energietransportvektor S und d& als nach innen ge-
richtetem Oberflichenelement bedeutet dies den pro Zeiteinheit durch die Hiillfliche
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erfolgenden Zustrom mechanischer Energie. Da dF nach auflen gerichtet ist, ist also
L= / SdF (5.14)
JF

der Abstrom mechanischer Energie pro Zeiteinheit.

Nebenbei bemerkt: diesem Energietransportvektér entspricht der in der Elektrotech-
nik gebriuchliche POYNTING-Vektor.

Mit dem Potential der Massenkrafte
U=g(-u.)+T (5.15)
lauten die Komponenten von S

S; = v;g% - v;g[g(—u, + C)&.‘k] — VO k- (5.16)

Beriicksichtigt man die Rotationssymmetrie, erhalt man fiir die Leistung an der Man-
telfliche des Zylinders mit Radius R

d 2
L.(R,t) = 2rR {[g%(vr + v,)] + [egv.u. — 0gCv.]

z=0

= —[00. + (v, + 0.)0,, + v,0,;]} dz (5.17)
mit
vy = Ups (5.18)
U, = Uy (5.19)
v o= o4l (5.20)

Die Gesamtenergie, die im Zeitintervall durch diese Mantelfliche abflieBt, ist

Ad(R) = [ " L(R.8)dt. (5.21)

Als geeignetes Zeitintervall wird wie fiir die zugefiihrte Energie eine Periode T = &
gewihlt, da simtliche GroBen mit §) oszillieren und somit die oszillierenden Energieanteile
entfallen. Dies sind, wie sich zeigen 1aBt, die Anteile aus der Kinetik und aus dem
Potential, so daB bleibt

i d
A(R) = /0 {21rR L [vrorr + (vr + v2)0r: + v:02:) dz} dt (5.22)
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bzw. dimensionslos

2 d
A.(R) =£ {_2@[_0 [v—ra—"+(iz:+v“,)?;+v—,?r;]df} di.

Es sind dabei
7 o= y-e Q7!
T = ou-amylrglQ?
L, = Ly-a7'my'r3'Q3
A, = A,-a lmo rulﬂ'2

5.2.1 Elastische Schicht
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(5.23)

(5.24)
(5.25)
(5.26)
(5.27)

Fiir die Berechnung des Arbeitsausdruckes werden die Spannungen und Geschwindig-

keiten in der Form wie (3.110) dargestellt. Mit den dimensionslosen Parametern und

Variablen lauten dann (3.53) bis (3.57)

ae > sin{agp)J1 (aoFp)

w = w5l —NM—'ZI(@‘{‘P (5-28)
u, = 41:—; owmw;;,%@fﬂ'%(@d‘f’ (5:29)
o = S [ 2000 (g2~ 12+ Dystaate) ~ Lo(aary)] - Zmnte)
+[#Phtaore) - Leoore)| - Zulo)} do (5.30)
o = S [T snleollee) 7, (532)

jeweils mit N(p) nach (3.96). Die Z; sind nur noch von den Parametern ao, d, 7 und der

Variablen z abhangig:
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Zi(p) = v{(wz — (g~ 1)F
{6 - 5 cosblt” - Dot}
+? = )(@* — 1) sinb[(¥? — 1) aod] sinh{(¢? — 1)} ao(d — 2))
~(¢* = ™)} (e* — DFo? coshl( — ) aod] cosh(? — 1) ao(@ - 2)
+7(p? — ) sinb(? ~ 1) FaoT sinh (" ) Fao(d - 7)]
N RS
- cosh[(p? ~ 1)¥aqd] cosh[(? — 72)¥ag(d — s)]} (5.33)
Zi(p) = (¢ - T’)%{ - ¢ {(tp’ -t -1
-sinh[(? — )} ao3] + (* ~ -;-) cosh|(y? - 1)%031}

+(e* = (" - Dhe?sinb{(y? - 1) aod] coshi(p? — 1) ao(d - 7)
—p* cosh[(¢? — r’)%aoﬁ] sinh[(¢? - l)%ao(:l- -2z)}

(g — 3 sioh(g? ~ 1)¥agd] coshl(? ~ %) Fao(@ — 2]

(@~ - DH - 3)

- cosh[(p® — 1)%021 sinh[(¢® — ‘rz)%ao(z - E)]} (5.34)

Zalp) = (¢ — )} (e? - 1)? coshl(p? — %) ¥ac]
(i ~ 3)sinb(6? — 1) aod] sinh{(? — 7)o@ - 7)]
("~ et - it - 3)
-cosh[(p? — l)%aoa cosh[(p? — Tz)%ao(z —37)] (5.35)
Zule) = ~(¢" = )"~ D} - ) coshl(e? ~ D acz]

+g? = )" = 1)snhl(s” - )} agd] sinh[(¢? — 1) ¥ ao(d - 7)]
He' =)' - %" ,
- cosh[(? — )2 aod] cosh{(ip® ~ 1) ¥ ag(d — 7)) (5.36)
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Ziy) = (¥* - T’)%w{(sa’ — )i - 1)
sinhl(4" ")} agz] + (¢ 3) sinh((y* — 1)o7
Het =t - Db - )
{ - sinh{(* - 7*)¥aod] cosh(* — 1)} ao(@ - )]
+cosh{(? — 1)*aod) sinh](* - %) ao(d@ - 2)]}
460" = 3) {coshl(? ~ ) ¥ acdlsimb(? — 1)}ao(@~2)]
—sinhl(? - 1) aod cosly? ~ ) ao@- 21} } (637
Zile) =~ - - )i - )

{cosh[(&p2 - 12)%1107] + cosh[(p? — 1)%1107]}

~(¢* = 7)(¢" ~ 1) sinh (¢ ~ 72)%.:03] sinh[(p? — 1)%052 -3
+? - 1’")?(;,::2 —1)%* cosh[(¢? — 7%)2agd] cosh[(¢* — 1)? ao(d — Z)]
~(¢" ~ 3) sinh{(y” — 1)} acd] sinbl(? - )} ao(d - 7]

Het -t - ¥t - 1)

- cosh|(® — 1)%0.03] cosh|(¢® — r’)%ad(a -2z)). (5.38)

Unterzieht man diese Funktionen den gleichen Prozeduren wie %; nach (3.93), fiihrt
also die Konturintegration aus, iberlagert die freien Schwingungen so, dafl die Bedingung
im Unendlichen erfiillt ist, geht {iber zu der Schreibweise wie in (3.110) und nimmt dann
die Realteile dieser Funktionen, so erhilt man noch

U = %(gl cost — gy sin?) (5.39)
u, = %(93 cost — gysinf) (5.40)
Opp = —Gaiq(gs cost — ggsint) (5.41)
Gy = g.él_—o-(g-; cost — ggsint) (5.42)

e %(gg cost — grosini). (5.43)
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Die Geschwindigkeiten errechnen sich aus (5.39) und (5.40) zu

v, = —gﬁﬂ(glsinf+g1cosi) (5.44)
v, = —E_Gg(gssiu?+g4cosi) (5.45)
mit den 10 Funktionen g;:
1 [* sin(app)Ji(aoFe)
= — — T 71 (p)d 5.46
o=zl Np) 1(p)de (5.46)
1 sin(ao@n)J1(aoFpn)
= oy TR 7 (0 5.47
” 42..: N'(en) 1) 40
1 [* sin(aop)Jo(acTep)
= = AT ¥ 7. (0)d: 5.48
o= = fo i) Balo)de (5.48)
= _ Ly~ sin(aopn)Jo(aoion)
U= T Ny 2 )
p = 1 * sin(agp) (-1t + l)] (aoF) — Y, (aoTp) | Zar ()
5 ), NG 5)Jo(ac g 100 31
+ [cszo(aanp) - ;%-F-Jl(auﬁp)] Zsz(‘P)} dp (5.50)
_ 1 sin(aopn) 2 _ 2,1 = y_ Pn =
9 = "2;_—_“1\,,(%) {[(S’n T +2)Jo(ﬂoT‘Pn) aoFJI(aD”Pn) Z31(pn)
+ [cpﬁ]o(aoﬁpn) - rT'fr.Jl(aoFWn)] Zsz(%)} (5.51)
_ L [ sin(aop)Ni(acFp)
=5/ Np)  Za@)de (5.52)
1 sin(aqpn )J1(aoFpn)
= —= —_ T Zi(n 5.53
gs B 2 N(o,) 4(n) ( )
= L [ sin(eog)Jo(acTp)
B w) o Ny o
o = Ly sin(opn)da(antien) (5.55)

2 . N'(n)

Von den Integralen ist jeweils der CAUCHYsche Hauptwert zu nehmen, N'(yp,) ist
nach (3.106) einzusetzen, und fiir 7 ist bei der speziellen Berechnung R = £ zu setzen.

Fiir die Leistung ergibt sich
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27 Re?QG

L, = - / | . T {cos (9295 + gago + gag7 + 9497)

—sin® (g1 g6 + 9198 + gags + g3¢10)
+sinicos(g195 — 9295 + 9197 — 9208 + 9397 — 9ags + gag — gagro) } dF

= 2___ng9::.;( 08 t/ hydZ — sin t/ hzd_+3‘ntw8t/ had-) (5:56)

Hierin sind die A; die jeweiligen Klammerausdriicke.
Dimensionslos andert sich nur der Faktor vor der Klammer in

Zﬂﬁao

Die Arbeit erhidlt man zu

2r - d
A, = M[/ cos"‘f(/ hldf)rﬁ
: G =0 7=0
27 d I
_ / sin?? / h,dz) di+ [ sinfcosi ( / hadz | dE| . (5.57)
i=0 =0 =0 _ =0

Vertauscht man die Integrationen, sind zunichst auszufiihren

2w _ 1. 1 o
/ cos’idt = |-T+-sin2l| =7 (5.58)
o 2 4 0
2% 1. 1 _ 2x
/ sin?fdf = |- -sin2i| =g (5.59)
o 2 4 o
27 1 o
/ sinfcosidi = [— sin’ ?] =0. (5.60)
[} 2 o

hs liefert also keinen Beitrag zum Arbeitsausdruck, von dem bleibt

am =T [ e (5.61)

mit

(k1= h2) = gogs + gags + 9297 + 9497 — 196 — 9198 — 9398 — G3g10
9295 + (92 + 94)g7 + 9ago — (95 + 98)g1 — (g8 + Gr0)gs.  (5.62)
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Die Kombination der Funktionen g; erfolgt so, daB jeweils ein Integral mit einer
Summe multipliziert werden mufl und sich der Faktor (—1/(87)) vorziehen lafit, so dafl
fiir die numerische Auswertung in dimensionsloser Form entsteht:

—_——e RTMO /E
AlR) = ——— ldz 5.63
®=-T2 [ i (563)
mit
= —8x(hy — hs). (5.64)

Im elastischen Fall muf die Summe aus zugefiihrter Energie und der allein durch
Abstrahlung abgefiihrten Energie verschwinden, also

A+ A, =0, (5.65)
das heifit A, ist wie A, konstant fiber die Periode T' = %" betrachtet.

(5.7) und (5.63) eingesetzt ergibt
n WRGQ /’I
—= S dz ] = 3.
( sz)+( T J, z) 0 (5.66)

2 4
1) aoR

oder

mit f; nach (3.119).

Fiir den elastischen Fall ergeben sich dadurch keine neuen Erkenntnisse, fiir den
viskoelastischen Fall sind damit aber notwendige Vorarbeiten gemacht.

5.2.2 Viskoelastische Schicht

Zunichst ist wiederum die LAPLACE-Riicktransformation der elastischen Lésungen ans-
zufiihren, wobei die elastischen Konstanten vorher durch die entsprechenden viskoelasti-
schen Grdflen (3.277) bis (3.279) zu ersetzen sind.

Im viskoelastischen Fall besteht die abgefithrte Energie aus Abstrahlungs— und aus
Dampfungsenergie

A, = A,. + Ap, (5.68)
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Fiir die Dampfungsenergie ergibt sich dann, da (5.65) weiterhin giiltig ist,

Ap, = ~(A; +Aa,). (5.69)

Die Arbeitsausdriicke A,. und damit auch Ap, sind Funktionen des Zylinderradius.
Es 1aBt sich dann zu jedem Volumen die dissipierte Energie ausrechnen, also eine Mate-
rialddmpfung als spezifische Dimpfung je Volumeneinheit explizit bestimmen.

Formal erhilt man

_ T . ao,ﬁ 4
o = &= (f, + o /0 l.,di), (5.70)

allerdings ohne nihere Angaben zu [,.

Einer kiinftigen Untersuchung bleibt es vorbehalten, die entsprechenden Ausdriicke
zu dieser Trennung von geometrischer und Materialdimpfung auszurechnen.
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Kapitel 6

Parameterstudien

6.1 Wellen

Die Auswertung von #; nach (3.104) liefert die Wellenausbreitung an der Schichtober-
fliche, die sogenannten RAYLEIGHwellen. Wie diese eingeordnet werden, sei mit einer
kurzen Typologie der interessierenden Wellen gezeigt (siehe Bild 18 und [47] oder [61]).

Der Begriff “Wellen” bezeichnet einen Ausbreitungsvorgang in einem System, und
zwar raumlich und zeitlich betrachtet. Dabei wird (meist) nicht Materie, sondern Energie
transportiert.” Im Gegensatz dazu steht “Schwingungen” fir das lokale zeitabhingige
Phinomen.

Im allseitig unendlich ausgedehnten Kontinuum (Vo]h'aum) brelten 51ch von einer
Quelle nur Raumuwellen in alle Richtungen aus.

Ist das Kontinuum berandet oder geschichtet, entstehen an den Randern und Schicht-
grenzen zusitzlich Oberflichenwellen mit verhaltnismaBig geringer Tiefenwirkung und
anderem Abklingverhalten als die Raumwellen.

Je nach Bewegungsrichtung der Teilchen im Vergleich zur Ausbreitungsrichtung der
Raumwellen werden im isotropen Kontinuum Longitudinalwellen (auch Kompressions-,
Primér-, P- oder Druckwellen) mit der Teilchenbewegung parallel zur Ausbreitungsrich-
tung und Transversalwellen (auch Scher-, Sekundir- oder S-Wellen) mit dér Teilchen-
bewegung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung unterschieden.

Diese beiden Wellentypen wandern mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten und un-
terschiedlichen Energieanteilen von der Quelle aus gleichmafig in alle Richtungen.

125
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elastische
Longitudinalwellen

Longitudinalwellen plastische Wellen
Raumwellen __<

Transversalwellen Schockwellen
ebene Wellen

Zylinderwellen

Kugelwellen

Rayleighwellen (siehe auch Bild 19)
Oberflichenwellen <

Lovewellen
Bild 18: Zusammenstellung von Wellentypen

Treflen die Wellen auf einen Rand oder eine Schichtgrenze, werden sie teilweise re-
flektiert (aus P- bzw. S-Wellen werden jeweils P- und S—Wellen), teilweise werden
Oberflichenwellen wie RAYLEIGH- oder LOVEwellen erzeugt.

Bei den RAYLEIGHWellen, die streng genommen nur an der Halbraumoberfliche aus-
gebildet sind, werden die Teilchen entlang aufrecht stehender Ellipsen parallel zur Aus-
breitungsrichtung bewegt, siche dazu Bild 19.

LovEwellen sind Wellen an der Grenze zweier Medien, deren Eigenschaften in be-
stimmten Verhaltnissen zueinander stehen, genauer: in der Grenzebene polarisierte
Scherwellen.

Je nach Form der Wellenfront unterscheidet man ebene, Zylinder- und Kugelwellen.
Alle diese Wellen treten nicht nur in elastischen Medien auf.

In viskoelastischen Medien ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit (Phasengeschwindig-
keit) ¢ = w/k aller Wellen abhingig von der Frequenz. Dies fiihrt zur sogenannten
Dispersion der Raumwellen, d.h. ein Wellenpaket bleibt bei der Ausbreitung nicht wie
in elastischen Medien in derselben Form erhalten; es bewegt sich mit der sogenannten
Gruppengeschwindigkeit cg = dw/dk.

Oberflichenwellen sind selbst in elastischen Medien dispersiv.-

In plastischen Medien gibt es noch weitere Wellentypen: Plastische Wellen entste-
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—
Z‘ - - t+ AL

77N\ {/)\\ N/

N N\
Ausbreitungsrichtung
der Welle

a) Wasser (ideale Flussigkeit), z.B. [48]

— )T
Kreis
prograde

b) elastisches Medium, z.B. [61]

] _—
Ellipse
retrograde

c) viskoelastisches Medium [38]

RVAVAS
Ellipse
retrograde oder prograde

(evtl. mehrfach wechselnd mit
Ausbreitungsrichtung und -tiefe)

Bild 19: Teilchenbewegungen bei RAYLEIGHwellen



128 KAPITEL 6. PARAMETERSTUDIEN

hen, wenn nach dem Uberschreiten der FlieBgrenze hinter einer elastischen P-Welle eine
langsamere plastische “Welle” das Fortschreiten der plastischen Verformung anzeigt. Es
findet also stiickweiser Transport von Materie statt. Dieselbe Auswirkung konnen auch
die hauptsichlich in Fliissigkeiten auftretenden Schockwellen (Kennzeichen: steile Wel-
lenfronten) in plastischen Medien zeigen [79].

Die Ausbreitungsgeschwindigkeiten einiger Wellen sind aus verschiedenen Quellen in
Bild 20 zusammengestellt.

Am hiufigsten bendtigt man wie bei den vorliegenden Untersuchungen die Geschwin-
digkeiten von Scher— und Kompressionswellen im dreidimensionalen elastischen Konti-

nuum.

(3.232) und (3.233) lauten in dimensionsloser Form

_ G

-5 (6.2)

E;:-

Da r <1/v/2 = 0,707, ist also die Kompressionswelle schneller als die Scherwelle, im
bodenrelevanten Bereich von » (0,25 bis 0,49) betrigt der Faktor 1/t ca. 1,73 bis 7,14.
Diese Unterschiede werden zu Baugrunduntersuchungen verwendet (siche Kapitel 2.1).

Fiir die Geschwindigkeit der RAYLEIGHwelle, die etwas langsamer ist als die Scher-

welle, gibt {26] an

cr = mc, (6.3)
bzw. wiederum dimensionslos

TR = /MG (6.4)
mit /4y zwischen 0,874 fir » = 0 und 0,955 fir v = 0,5; d.h. das Geschwindigkeits-
verhdltnis von RAYLEIGH— zu Scherwellen ist in Boden nahezu konstant (zwischen ca.
0,92 fir v = 0,25 und ca. 0,95 fiir » = 0,49). Siehe hierzu auch die Ergebnisse der
Dispersionsrelation in Kapitel 3.3.5.2 fiir groBe aod (Bild 12).

6.2 Elastische Schicht

Aus den theoretisch méglichen, beliebig vielen Parameterkombinationen wihlte ich fir
die elastische Schicht vier Werte der Querdehnzahl v (0,25 - 0,33 - 0,40 - 0,49) und
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Bild 20: Zusammenstellung von Wellengeschwindigkeiten
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ebenfalls vier Werte der dimensionslosen Schichtdicke d (1,0 — 2,0 - 3,0 - 4,0), insgesamt
also 16 Kombinationen.

Fiir jede dieser Kombinationen wurde die dimensionslose Frequenz ag von 0,1 (der
Wert 0 ist nicht méglich) bis 4,5 in Schritten von 0,01 variiert, d.h. es wurden jeweils
441 Werte berechnet. Fir jeden dieser 16 Rechenliufe bendtigte die COMPAREX des
Rechenzentrums der Universitat Stuttgart ca. 30 — 50 Minuten reine Rechenzeit.

Das FORTRAN-Programm SCHICH mit den beiden Hauptzweigen ELSCHI und VI-
SCHI wurde von mir speziell fiir diese Untersuchungen entwickelt. Es besteht neben dem
Hauptprogramm aus 136 Functions und Subroutines, das Quellprogramm hat ca. 420 Ki-
lobyte. Als Fremdprogramme wurden die Besselfunktion aus “Numerical Recipes” [66]
und die Integrationsroutinen aus “QUADPACK” [65] sowie die Zeichenroutinen von PI-
cAsso verwendet (letztere sind in den 420 Kilobyte nicht enthalten).

Als Ergebniskurven zeichnete ich zunachst alle sechs dimensionslosen Funktionen auf:
fl, f21 kza Czy —A.O, p-

Bewuflt verzichtete ich darauf, wenige Punkte zu berechnen und anschlieBend irgend-
eine der bekannten Ausgleichskurven durchzulegen. Stattdessen wihlte ich die genannte
enge Schrittweite und die Polygonzugverbindung der gerechneten Funktionswerte. Zur
Demonstration, wie man die Kurven eventuell hitte falsch glitten kdnnen, erstellte ich
die Amplitudenkurve Bild 28 mit wenigen Punkten und Polygonzugverbindung, woraus
im Vergleich mit Bild 21.48 zu schen ist, daB sich die Natur doch nicht immer so be-
nimmt, daB wenige Rechenergebnisse (oder auch Messungen) samtliche Phinomene eines
Vorgangs erkldren konnen.

Die Ergebniskurven sind also nicht so glatt wie manche der in der Literatur anzu-
treffenden und daher teilweise schwierig zu interpretieren.

Aus den 96 Bildern der elastischen Schicht wihlte ich die anschaulichsten aus, ndmlich
den Realteil der komplexen Steifigkeit k, (Bilder 21.1 - 21.16), deren durch ao dividierten
Imaginarteil ¢, (Bilder 21.17 - 21.32) sowie die dimensionslose Amplitude A fir G = 1
(Bilder 21.89 —~ 21.48). Zur besseren Verwendbarkeit wurden alle Kurven mit einem
CAD-Programm aufbereitet.

Die Kurven der Nachgiebigkeiten f; und f, sind nicht so aussagekraftig wie die der
Steifigkeiten; die Phasenkurven  sind in der erhaltenen Form kaum zu gebrauchen. Ex-
emplarisch wurden fiir die Parameterkombination » = 0,40 und d = 3,0 diese 3 Kurven
zusitzlich aufgenommen (Bilder 22.1 - 22.3).
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Die Ordinaten wurden fiir jede Funktion immer gleich gewihlt, der Vergleich ist
somit einfacher. Allerdings fihrte dies dazu, dal Maximal- und Minimalwerte teilweise
abgeschnitten wurden.

Der Bereich apd > ca. 8 wurde jeweils gekennzeichnet, da sich ab diesem Wert, leicht
erkennbar, numerische Schwierigkeiten ergeben.

Fiir aod = x/(27), in die Bilder eingetragen als @og, erhilt man die erwarteten
Resonanzphinomene (siehe hierzu Kapitel 3.3.4.8).

Fiir aod < 7/2 gibt es keine Dampfung, weil f; und damit ¢, Null sind. Entgegen
meiner Vermutung in Kapitel 3.3.4.8 konnte ich die untere Grenzfrequenz also doch
feststellen. Sie liegt dort, wo die Dampfung beginnt, also bei

Qog 22, (6.5)
was umgerechnet bedeutet
Cs
fo= 15 (66)

und dies ist dieselbe Grenzfrequenz wie bei der Torsionserregung (siche [17]). aq, ist
ebenfalls in die Bilder eingetragen.

Anders gesagt: Erst ab einer Schichtdicke von

d= (6.7)

ST
x| =

bilden sich Scherwellen aus, die Energie abtransportieren und damit Dampfung hervor-
rufen. (1/k ist die Wellenlinge der Scherwelle.) Und bei einer Schichtdicke von

d= (6.8)

b=t el

[T ]

zeigen sich die ersten Resonanzen der Kompressionswelle. (1/h ist die Wellenlinge der
Kompressionswelle.}

Auch ungeklirte Effekte sind sichtbar, beispiclsweise sind

e bei den Amplituden einige Uberhdhungen zu sehen, z.B. in Bild 28.3 bei ag ~ 1,5,
deren Ursachen noch nicht untersucht sind.

Zur Kontrolle, speziell auch der GréBenordnung der Ergebnisse, stellte ich einige
Plausibilititsuntersuchungen an:
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1. Fiir @ — 0 und d — 0o mu8B sich als Grenzwert der statische Wert der Feder-

steifigkeit eines Kreisfundaments auf dem Halbraum ergeben. Nach [55] ist dieser
(dort mit deutscher Bezeichnung ¢, und mit ro statt a)

4Ga

kE, = = (6.9)
Mit (3.75) erhilt man
F 4G
k= (6.10)
Bei fehlender Dampfung ist f; = 0 und damit
1
k= —, 6.11
3 (1)
das heift .
a 1—-v
== —. 6.12
h=%—"15 (6.12)
Fiir ¢/F =1 und G =1 ergibt sich
fi= -1%'1 =0,25 — 0,25v. (6.13)

Variiert man im Programm » von 0,005 bis 0,495 in Schritten zu 0,035 und wahlt
ap = 0,05, d = 10,05, so erhilt man Bild 2. Dies zeigt die Gerade

fi = 0,232 — 0,240v, (6.14)

die sehr gut mit (6.13) ibereinstimmt.

. Berechnet man fiir g — 0 (gewdhlt wiederum ap = 0,05) und » = 0,35 bei

variierter dimensionsloser Schichtdicke d die Steifigkeit k,, dann la8t sich die so
erhaltene Kurve (Bild 25.1) mit Fig. § von KAGAWA UND KRAFT[44] (Bild 25.9)
vergleichen. Dort ist

a= kk,,, (6.15)
in Abhéngigkeit von _
H 4
=5 (6.16)
dargestellt.
Ich erhalte G
k= —2 . q, (6.17)
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mit Ga =1 und v = 0,35 also
ks
¥=6,154"
Der Vergleich mit dem dort dargestellten Problem “Schicht auf Halbraum?” zeigt
sehr gute ﬁbereinstimmung: als Grenzwert fiir G3/G; = 1 erhalte ich

(6.18)

axl1,l, (6.19)
also fast 1. Fir o
2 —
e 1% (6.20)

sind die Kurven in {44] und von mir sehr gut fibereinstimmend.

3. Um den Vergleich mit Halbraumldsungen zu erleichtern, wurden die Bilder 26.1,
26.2 mit d = 10 erstellt. Man sieht, daB die Kurven sich denjenigen der Halb-
raumlésung annahern.

4. Die Bilder 21.1 - 21.32 lassen sich aber auch mit Schichtldsungen aus der Literatur
vergleichen, z.B. mit Fig. 10 von Luco [56] (Bilder 27.1, 27.2).

In weiteren Darstellungen wird gezeigt, daB sich die Spannungsverteilung unter der
Platte nicht wesentlich auf die Ergebnisse auswirkt, ob sie wie im statischen Fall oder
konstant angenommen wird. (Vergleiche hierzu die Bilder 28.1 — 28.8 mit den Bil-
dern 21.7/28/89).

Um die Schwierigkeiten bei der Programmierung dieser mathematisch anspruchvollen
Funktionen und vor allem bei deren Integration zu verdeutlichen, sind die auftretenden
Funktionen

o Zzhler des Integranden

¢ Nenner des Integranden

o Integrand, einmal zwischen 0 und 1,15 und einmal zwischen 0 und 20
e Nennerableitung

e Summenfunktion
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fiir die Randbedingungen “statisch” und “konstant” dargestellt (Bilder 29.1 — 29.10);
der Nenner und dessen Ableitung sind allerdings unabhingig davon. Zur Darstellung
dieser Funktionen siehe auch die Ausfilhrungen in Kapitel 3.3.5.3.

Beispielhaft wurden die Zeitverliufe u,,, bei “statischer” und kenstanter Spannungs-
verteilung unter der Platte dargestellt (Bilder 80.1, 80.2). Dabei erkennt man die Pha-
senverschiebung der Bewegung gegeniiber der Spannung.
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Bilder 21.1 bis 21.48
Parametervariationen fiir die elastische Schicht
bei Annahme “statischer” Spannungsverteilung

Bilder 21.1 bis 21.16
kz — Realteil der komplexen Steifigkeit; “Federsteifigkeit”
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Bilder 21.17 bis 21.32
¢; — modifizierter Imaginsrteil der komplexen Steifigkeit; “Dampfung”
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Bilder 21.33 bis 21.48
Ap — dimensionslose Amplitude



156 KAPITEL 6. PARAMETERSTUDIEN

0,5+

0,4 -

0,3 -

0,2

0,1+

Bild 21.83

0,5

0,4 -

0,3

0,2

0,1+

Bild 21.34



6.2. ELASTISCHE SCHICHT
Agj  — I
0.5- d=1,0 |
v =0,40 |
0,4 - G=1,0 l
I
0,34
00R|=3,85
0,2
0,1+
|
0 T T T Hy T
0 1 2 3 | 4
Bild 21.95
Aol |
0.5 d=1,0
v =0,49
0.4 G=1,0
0,3
0,2
031 =] —///\k/_“
Gor=11,22
O T T T T v T T T -
0 1 2 3 4 |Qg]

Bild 21.36

157



158 KAPITEL 6. PARAMETERSTUDIEN

0,5

0,4

0,3

0,2 A

0,1

Bild 21.87

0,5

0,4 -

0,3

0,2

0,1

Bild 21.38



6.2. ELASTISCHE SCHICHT 159

Ay [
i Il d =2,0
0.5 | v=0,40
0,4 - | G=1,0
0,3 :
0,2 - |
0,14
0 T
0 1
Bild 21.39
A I
d=2,0
0,59 v = 0,49
0.0) G=1,0
0,3
0,2 -
0,1-
O T T T —
0 1 2 3

Bild 21.40



160 KAPITEL 6. PARAMETERSTUDIEN

Ag
0,5 -

QIT O
i
—ow
oONO
o

0,4

0,3 |
|
0,2 [
|

0,1 a0r=0,91

Bild 21.41

Zl

,0
,30
0)

L]

0,51

QIe Al
i
- OW

0,4 -

0,3

0,2 1

0,1+

Bild 21.42



161

o i
oo
MO~
I
T AlO

6.2. ELASTISCHE SCHICHT

Bild £1.48

SHAS!
MY O —
HoI
o QIO

0,2

0,11

Bild 21.44



162 KAPITEL 6. PARAMETERSTUDIEN

ro —

T i = gigs

0,4 G =”1.30

0.3 -

0,2 - |

0,1 GOR%O,GB K\\u\b.\\

0 I -
0 1 e _———

Bild 21.45

I

ool i Z 033

0,4 | G = 1 ,o

0.3 '

0,2-

'%\nd

90e=0,78 - i
e R

Bild 21.46



6.2. ELASTISCHE SCHICHT 163

Ag

0,5 -

oI Al
I
—oh
ORrO
o

0,3

|

|

|

0,4 H |
|

|

0,2 |
|

0,14

0,5

OIT A

0,4

0,3+

0,2

0,1

Bild 21.48



164 KAPITEL 6. PARAMETERSTUDIEN



6.2. ELASTISCHE SCHICHT ‘165

Bilder 22 bis 28

Kurven fiir verschiedene Vergleiche
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Bilder 29 und 30
Zur Berechnung benétigte Funktionen und
Zeitverlidufe der Vertikalverschiebungen
bei “statischer” und konstanter Spannungsverteilung

@
1

Beispiel: d = 2,0; v = 0,40; 1,0;ap = 2,0
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Bild 29.1: Zihler bei “statischer” Spannungsverteilung

Bild 29.2: Zihler bei konstanier Spannungsverteilung
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I Summenfunktion ‘

Bild 29.3: Summenfunktion bei “statischer” Spannungsverteilung
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Bild 29.4: Summenfunktion bei konstanter Spannungsverteilung
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6.3 Viskoelastische Schicht

Fiir die viskoelastische Schicht wird nur noch die “statische” Spannungsverteilung unter
der Platte angenommen, die Unterschiede zu der konstanten Verteilung waren bei der
elastischen Schicht gering.

Exemplarisch wird nur ein Lauf des Programms mit der Berechnung weniger Werte
vorgenommen, da die Rechenzeiten zu schnell ansteigen: Je Parameterkombination
benétigte die COMPAREX mehr als eine Minute reine Rechenzeit.

Aus Testliufen ergab sich, daB im viskoelastischen Fall nicht die gesamten Werte-
bereiche der Parameter (G, ao, d, B, und » nach der Tabelle in Kapitel 3.3.5.1, 7 und ¢
nach Kapitel 3.4.8) ausgeniitzt werden konnen.

Ich wihle daher im Hinblick auf den geplanten Versuchsriittler:
1
a=0,4m; mgro=1,5kg; m =250kg; Q =100— 300-8-.
Wihlt man als Beispiel die Werte fiir einen bestimmten Sand, nimlich

B g MY

g= 1600m3, G= 40F; v = 0, 33,

dann kann man daraus die Parameter bestimmen zu

a = 0,25-0,75

G = 47-427 (gewshlt: G =100)

B, = 0,4

7 = 0,0036 —0,0107 (gewahlt: 7 =0,01).

Nimmt man noch

= 3 (was einer Schichtdicke von 1,20 m entspricht) und
0,0001

Rl

hinzu, dann hat man einen vollstandigen Parametersatz fiir einen Vergleich zwischen
viskoelastischer und elastischer Schicht.

Die Steifigkeiten und die Phase sind in den Bildern 81.1 - 31.8 dargestellt und kénnen
mit den Ergebnissen der elastischen Schicht bei denselben Parametern (Bilder 92.1 -
32.3) verglichen werden.
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Die Ergebnisse sind in derselben GroéBenordnung, was sozusagen eine gegenseitige
Kontrolle der beiden Programmzweige darstellt.

Die Unterschiede zwischen den Ergebnissen sind zwar gering, lassen aber das visko-
elastische Stoffgestz durchaus als geeigneten Ansatz fiir Boden in der Baugrunddynamik
erscheinen. Weitergehende Aussagen lassen sich allerdings aus diesen Ergebnissen nicht

ableiten.
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Bilder 31 und 32
Vergleich zwischen viskoelastischer (Bild 31)
und elastischer Schicht (Bild 32)

Anteile der komplexen Steifigkeit und Phasenverschiebung
Beispiel: d = 3,0; v = 0,337 = 0,01; = 0,0001
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Bild 32.1: Steifigkeit k,, elastische Schicht
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Kapitel 7

Zuordnung Versuche —
Berechnungen

Erregt man wihrend des Versuchs mit verschiedenen Frequenzen §2 und miBt jeweils die
(maximale) Amplitude, so 138t sich ein  — A,,~Diagramm erstellen.

Mit der Wahl des Versuchsriittlers stehen folgende Daten fest:
mg, To, @ und m.
Aus anderen Versuchen ermittelt man p (und eventuell v).

Gemessen werden u(2) und A(£2) oder A(R2) und (£2), wobei § in diskreten Schritten
zu 2,5 Hz von z.B. 5 bis 70 Hz gesteigert und — wegen der Kontrolle der Reproduzier-
barkeit ~ wieder gesenkt wird.

Durch Vergleich mit den Kurven in Kapitel 6 bzw. erginzenden Kurven kénnen die
baugrunddynamischen Kennwerte G4 und v, die Schichtdicke d sowie eventuell die Vis-
kosititen g und ¢ ermittelt werden.

Eventuell 1a8t sich auch das inverse Problem geschlossen ldsen oder einer der im
Komplexen arbeitenden Inversionsalgorithmen verwenden. Man kénnte dann {iber An-
passungsroutinen die gesuchten Kennwerte direkt ausgeben lassen. Selbstverstindlich
lassen sich die daraus errechenbaren Werte ebenfalls angeben:

o Wellengeschwindigkeiten ¢, und c,,

e komplexe Moduli G

189



190 KAPITEL 7. ZUORDNUNG VERSUCHE - BERECHNUNGEN

¢ und andere der im Text erwahnten Werte.

Falls zusatzliche GroBen gemessen werden, z.B. die Wellengeschwindigkeiten, lassen
sich zur Ermittlung der anderen Werte auch schnellere Wege beschreiten.

Die vorgeschlagene Untersuchungsmethode kann also den jeweiligen Erfordernissen
angepaBt werden.



Kapitel 8

Zusammenfassung (2): Ergebnisse
und Ausblick

Fiir die elastische Schicht lassen sich fiir alle praktisch relevanten Parameterkombinatio-
nen alle erforderlichen Kurven erstellen, sowohl die Steifigkeiten als auch die Nachgie-
bigkeiten bzw. Amplitude und Phase. Einige davon sind in Kapitel 6.2 dargestellt.

Fir die viskoelastische Schicht konnten nur sehr wenig Werte berechnet werden, da die
Rechenzeiten und damit die Kosten enorm ansteigen. Falls die Entwicklung der Rechner
in dem Tempo wie bisher weitergeht, werden die Rechenkosten in ca. 10 Jahren wohl von
untergeordneter Bedeutung sein. Eine Auswertung selbst der wesentlich umfangreicheren
Ausdriicke fiir die Leistungsberechnung (Kapitel 5), die jetzt noch ziemlich utopisch
erscheint, wird dann vermutlich auf den Nachfolgern der heutigen Workstations méglich
sein.

Neuere Untersuchungen in einem etwas anderen Zusammenhang [84] bestatigen die
Richtigkeit meiner Annahme eines viskoelastischen Stoffgesetzes fiir den Boden. Zur
Erfassung der Viskoelastizitat ist eventuell ¢ = 0 ausreichend. Die Tendenzen sind in
den entsprechenden Bildern in Kapitel 6.3 zu erkennen.

Mit dieser Arbeit ist das Thema nicht abschlieBend behandelt. Es bleiben noch
geniigend offene Fragen und Probleme iibrig:

o die Zuordnung gemessener Werte zu den gerechneten Kurven ist zu automatisieren,
o das Testexemplar eines Versuchsriittlers ist herzustellen, und damit sind
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e Kalibrierungsversuche zu machen,

bevor die Ermittlung dynamischer Bodenkennwerte (oder wie es nach dem Arbeitskreis 9
der DGEG kiinftig heifien soll: “bodendynamischer Kennwerte”) in situ aus der Sy-
stemantwort des Erregers erfolgen kann.
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Anhang A

Anhang zu Kapitel 3.3.2

Separation der Variablen nach D. BERNOULLI fiir die
Verschiebungen direkt

Zunichst werden fiir (3.7, 3.8) harmonische Losungen in der Zeit angesetzt

wi(r, z,t) = e“'ai(r, z). (A1)
Nun werden die Terme u;4, ©; und Aw; gebildet und in (3.7, 3.8) eingesetzt

fw 2o 1 - ﬁ“
et [—gw?u; -G (EQ; + Az; — 6(;),:2-)] =0. (A2)

Da ¢t # 0, muf jeweils die Klammer verschwinden.

Multipliziert man die erste Gleichung mit 72 nach (3.20) und fiihrt die Abkiirzungen
(3.18, 3.19) ein, dann lassen sich die Klammerausdriicke schreiben als

1 1
2 _ 1\ ATy = 2o - = K
(h 1_2) o, + rur,r + Urpr + 7 Urzz + 2(1 _ V)uz,rz 0 (A 3)
1 11 1
RO+ (T + Tor + Tees + 7> (ﬁ + ;ﬁ,,,) =0 (A4)

Die Lésungen, wenn man die jeweils ersten drei Terme zu Null setzt, sind die BES-
SELfuuklivnen Jy(hr) bzw. Jy(kr). Da sclche Zylinderfunktionen'in der Ausbreitungs-
richtung r als Losungen zu erwarten sind, werden fiir die vollstindige Losung weiter
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folgende Ansidtze gemacht:

(¢, 2)[Cii(¢r) + CaNa(ér)] (A.5)
(€, 2)[Cado(€r) + CaYo(ér))- (A.6)

. (r,z)

Ur
w,(r, z) U,

Die Wellenzahl ¢, die sich dabei zwingend als neue Variable ergab, verbindet die
Abkiirzungen h und k nach (3.21).

Es werden nur solche Losungen gesucht, die beschriankt bleiben, daher entfallen die
Anteile mit ¥} und Y5 aus der vollstindigen Losung, weil diese im Nullpunkt den Wert
—oo annehmen.

Es bleiben

Ur(£1 Z)Jl(fr) (A'7)
U, 2)Jo(ér)- (A-8)

U, (r, z)

T.(r, z)

Unter Benittzung der Ableitungsregel fiir BESSELfunktionen (z.B. bei WATSON [87])

J(2) = ~2J() + Juca(2), (A9)

also
e = Ly v eanen (A10)
Hery = ) - e (A1)

werden die Ausdriicke fir (A.3, A.4) gebildet und eingesetzt

1l
=]

[(h2 -, + 7Y - ¢ U;] Ji(Er) (A.12)

2(1—v)
[0 - v+ Sor - v e

I
o

(Die Striche bedeuten Ableitungen nach z.)

Die Nullstellen von J; und J; sind bekannt; die Gleichungen miissen aber fiir beliebige
Argumente {r ebenfalls erfiillbar sein, daher muf gelten

£

el 2y _
U, + 12U} T u)U’ =0 (A.14)
2 1 H 5 4
—A*. + 5U; - U =0 (A.15)
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Firr die Funktionen U, und U, werden bei der letzten Separation in Tiefenrichtung
die beiden Wellentypen Kompressions- und Scherwelle, jeweils mit abnehmender und
zunehmender Amplitude (fiir sich entfernende und fiir reflektierte Wellen), insgesamt
also vier Anteile angesetzt:

Ue(§,2) = Fi(§)e™™ + Fa(€)e™ + Fa(€)e™ + Fy(£)e (A.16)
Ui€,2) = F5(§)e™™ + Fo(€)e™ + Fr(£)e™* + Fa(£)e™. (A17)

Durch Einsetzen in (A.14, A.15) 148t sich zeigen, daB die lediglich von £ abhangigen
“Konstanten” Fj bis Fj nicht unabhéngig voneinander sind, sondern noch in bestimmten
Beziehungen zueinander stehen, die «, 5 und ¢ als Faktoren enthalten, so daB nur noch
die vier unabhingigen “Konstanten” A,, A,, B; und B, bleiben:

Ur(é:2)

U:({,2)

fz-Al(f)e“" + %A,(e)e” - %Bl(f)e‘”‘ - i—fB,(g)J‘ (A.18)

2 2
A0 — S a0 - £BO + S B (A19)

FaBt man simtliche Separationen zusammen, dann erhilt man die gesuchten allge-
meinen Losungsausdriicke (3.16, 3.17) fiir das Differentialgleichungssystem (3.7, 3.8):

u(r,z,t,§) = e“'Jy(¢r) { [Al(f)e;“’ + Ax(€)e™] fi

— [Bi()e® + By(£)e™] %} (A.20)
ua(r €)= o(er) { (4O - Aa(g)e™] 53

~ [Bi(©)e~ - By(e)e™] i—} T
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