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Vorwort des Herausgebers

Die Versuche, das mechanische Verhalten schwach kohdrenter Medien, z.B. von
Haufwerken, im Kontinuum zu berechnen, zwingt zur Wahl eines geeigneten Stoff-
modells, wobei dessen Eignung daran zu messen ist, inwieweit die jeweils zu unter-
suchende Klasse von Randwertproblemen damit zuverlissig, d.h. in hinreichender
Ubereinstimmung mit der Beobachtung, simuliert werden kann. Daher kann es
auch nicht das Ziel bodenmechanischer Bemiihungen sein, ein universelles Stoffge-
setz zu finden — was ja schon wegen der Mannigfaltigkeit der Boden- und Felsarten
hoffnungslos wére —, sondern ein sich mit zunehmender Differenzierung verzwei-
gendes Instrumentarium, das problemorientiert eingesetzt werden kann.

Wihrend fiir die Behandlung der physikalischen Nichtlinearitit unter der Vor-
aussetzung infinitesimaler Verzerrungen bei deviatorischer Beanspruchung zahl-
reiche Rechenmodelle zur Verfiigung stehen, gab es fir die Erfassung grofer De-
formationen - die bei allen Stoffen zu nicht mehr vernachliissigharen Versnderun-
gen ihrer strukturellen Eigenschaften und damit ihrer Festigkeit fithren — in der
Bodenmechanik bisher keine verwendbaren Ansitze, so daf sich nicht schliissig
entscheiden liell, ob ein bei grofien Verzerrungen beobachtetes nichtlineares Mate-
rialverhalten wirklich allein physikalischer Natur ist oder mindestens teilweise nur
ein geometrisches und damit ein Scheinproblem darstellt.

Herr Breinlinger hat sich dieser Frage angenommen und sie auf das fiir die geo-
technische Praxis besonders wichtige Problem der Entlastungs-Spannungspfade
angewendet, wie es sich beispielsweise bei einem Baugrubenaushub stellt. Der
von ihm diskutierte Stoff ist das schwach kohiirente Material, wie es etwa ein bin-
diger Boden ist, doch lassen sich seine Ergebnisse auch auf andere Materialien
iibertragen.

Dazu entwickelt Herr Breinlinger, ausgehend von dem bekannten Cam-Clay-
Konzept, ein eigenes Modell mit zwei Grenzflichen, das die Beriicksichtigung iso-
troper und kinematischer Verfestigungen erlaubt. Ahnliche Anséitze wurden in der
Bundesrepublik von WINSELMANN (1984) und KGNIG (1985) in Braunschweig ent-
wickelt. Bel KONIG gilt die als Flieffisiche definierte Funktion aber auch oberhalb
der Bruchgrenzfliche, d.h. fiir vorbelastete Boden, was experimentell nicht be-
legt ist. Breinlinger geht iiber diese Formulierungen einen wesentlichen Schritt
hinaus, da bei ihm auch eine realistische Erfassung des Scherverhaltens oberhalb
der Bruchgrenze (“Critical State Line”) {iber ein erweitertes Coulombsches Kri-
terium erfolgt. Der ganz wesentliche Fortschritt ist jedoch die Entwicklung des
Verfestigungsgesetzes, das Be- und Entlastungsvorgange beriicksichtigt, unter Bei-
behaltung der Kombination von Bruchgrenzfliiche (Coulombsche Pyramide) und
FlieBflche im Sinne des elastoplastischen Cam-Clay-Konzeptes. Und das alles,
nicht zu vergessen, immer auf der Basis finiter Deformationen.

Aus der Sicht der Bodenmechanik 138t sich damit nun eine ganz wichtige
Einschrénkung bisheriger nichtlinearer Verformungsberechnungen aufgeben, die
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darin bestand, daB alle Spannungspfade, die im Sinne der Bruch- und Flieg-
grenzbedingungen entlastender Natur waren, als rein elastisch simuliert werden
muBten. Die Rechenmodelle mit kinematischer Verfestigung befreien von dieser
Einschriinkung und bringen uns dem wirklichen Stoftverhalten bei Entlastungen
niher, das dadurch gekennzeichnet ist, daB bei kleinen Entspannungen das Mate-
rial sich tatsachlich fast ideal elastisch verhalt, mit zunehmender Riick-Verformung
aber seine eingepriigte Verfestigung wieder teilweise verliert.

Bei der experimentellen Uberpriifung wurden sog. Mehrstufenversuche, d.h.
Scherversuche mit nur einer Probe und Be- und Entlastung auf mehreren Span-
nungsstufen, vom Verfasser an Opalinuston durchgefihrt und auflerdem einer der
von TOPOLNICKI 1087 verdffentlichten Versuche an Karlsruher Ton einbezogen.
Die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Versuch ist — gemessen an der
Lange und Komplexitét der Dehnungspfade — ungewdhnlich gut.

Die Arbeit hat internationales Spitzenniveau und bringt die Forschung ein
gehariges Stiick weiter. Sie wurde daher “mit Auszeichnung” bewertet.

Smoltczyk
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Die vorliegende Arbeit entstand als Dissertation wihrend meines Aufenthaltes als
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Kurzfassung

Bei der Analyse von geotechnischen Problemen wurden in der Vergangenheit grofie
Deformationen meistens nicht beriicksichtigt. Beobachtete Phiinomene wurden
daher z.T. dem Materialverhalten zugeschrieben, obwohl es sich bei manchen Pro-
blemen einfach um geometrische Effekte handelte.

Ausgehend vom Prinzip der Materialobjektivitit, das zu Beginn der Arbeit so-
wohl allgemein als auch aus einem bodenmechanischen Blickwinkel dargelegt wird,
wurde eine fiir Boden geeignete Zeitableitung ausgewihlt, die es erlaubt, auch
grofle Verzerrungen numerisch zu simulieren.

Das in dieser Arbeit entwickelte Stoffgesetz beruht auf dem Konzept der Plasti-
zitdtstheorie und 148t sich auf die Cam-Clay-Modelle zuriickfiihren. Es handelt
sich bei dem Stoffgesetz um ein Modell, das eine erweiterte Mohr-Coulombsche
Bruch- bzw. FlieSbedingung sowie Kappen, die den Zug- und den Druckbereich
abgrenzen, enthalt. Durch die Einfiihrung einer zweiten Flieffliche, die auf MRGZ
et al. zuriickgeht, und einer isotrop-kinematischen Verfestigung lassen sich auch
komplexe Spannungspfade realistisch wiedergeben. Es sei an dieser Stelle aber
auch gesagt, daf die Plastizitiitstheorie nicht die einzige Stofftheorie ist, mit der
sich das komplexe Verhalten von Béden beschreiben 148t.

Im Abschnitt Numerik wird in dieser Arbeit u.a. versucht, den Vorteil einer ein-
heitlichen Geschwindigkeitsformulierung, der darin besteht, dal nur eine Bezugs-
konfiguration — nimlich die aktuelle Konfiguration - vorhanden ist, aufzuzeigen.
Das Stoffgesetz, die Formulierung sowie die numerische Implementierung wird an
zwei bodenmechanischen Randwertproblemen verifiziert.



Summary

In the past, geotechnical problems were often analysed without taking into account
large deformation aspects. Observed phenomena are therefore often credited to
the material behaviour of soils although they are in fact of geometric nature.

At the beginning of this study the principle of material objectivity is looked at
from a general point of view as well as from a geotechnical one. A suitable coro-
tational stress rate for soils is chosen allowing to numerically simulate large strain
problems.

The developed elasto-plastic material model is based on the Cam-Clay Critical
State concept. The material law contains an extended Mohr-Coulomb failure
criterion as well as so-called “caps” which are in charge of volumetric yield con-
ditions. Due to an isotropic-kinematic hardening rule and the introduction of a
second yield criterion, which can be traced back to the multisurface models deri-
ved by MROZ et al., complex stress paths can be described realistically. However,
it has to be mentioned that the theory of plasticity is not the only theory which
is able to describe the complex behaviour of soils.

In the numerical part of this study the advantage of a uniform velocity formu-
lation, i.e. the existence of only one configuration (the actual one), is discussed
among other things.

A number of numerical simulations of common experiments in soil mechanics are
presented. The numerical results illustrate the adequacy of the proposed formu-
lations and the elasto-plastic material model.
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1 Einleitung

Das in dieser Arbeit vorgestellte Konzept zur Beschreibung des mechanischen
Verhaltens von Biden mit der Methode der Finiten Elemente berubt auf dem
Wounsch, dieses Verhalten numerisch simulieren zu kénnen. Dies setzt voraus, daf§
das Verhalten von Béden mit Hilfe eines Stoffgesetzes beschrieben werden kann.
Ein Stoffgesetz ist eine mathematische Beziehung, welche das mechanische Ver-
halten eines Stoffes beschreibt. Eine sebr einfache Beziehung stellt das Gesetz von
Hooke dar. Da Béden und insbesondere die sogenannten bindigen Béden ein sehr
komplexes Medium darstellen, ist dieser Ansatz zu ihrer Beschreibung unzutref-
fend. Da es vor allem das Ziel dieser Arbeit war, auch komplexe Spannungspfade,
d.h. Be- und Entlastungsvorginge, beschreiben zu kénnen, wurde das Konzept
der Elastoplastizitit ausgewahlt. Dieses Konzept ist eine der Moglichkeiten, kom-
plexe Vorgiinge zu beschreiben, jedoch ist es keineswegs die einzige.

In dieser Arbeit wird vorwiegend auf die Beschreibung von bindigen Béden
abgehoben. Eine mikroskopische Betrachtungsweise, d.h. die Untersuchung der
Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Kérnern, wird nicht angewandt. Die
Griinde, die zu einer rein kontinuumsmechanischen Betrachtungsweise gefiihrt ha-
ben, werden dargelegt. Das Stoffgesetz wird fiir die aktuelle Konfiguration for-
muliert, so daB es ohne besondere Schwierigkeiten moglich ist, groBe Forminde-
rungen, d.h. auch grofie Verzerrungen, die in der Bodenmechanik 30 — 40 %
betragen konnen, zu beriicksichtigen. Die hierfiir notwendigen kontinuumsmecha-
nischen und numerischen Betrachtungen werden aufgezeigt. Die Aufstellung eines
bodenmechanischen Stoffgesetzes sowie die numerische Implementierung in ein Fi-
nite Elemente-Programm unter Beriicksichtigung groBer Deformationen sind der
Schwerpunkt dieser Arbeit.

Die konstitutive Beziehung sowie die fir die Finite Elemente-Formulierung
erforderliche Numerik werden an einem triaxialen Mehrstufenversuch mit Verfor-
mungsmessungen in vertikaler und in horizontaler (Ring-) Richtung verifiziert.
Obwohl die Ubereinstimmung mit dem Experiment als sehr zufriedenstellend be-
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12 Einleitung

zeichnet werden kann, gilt auch fiir dieses Stoffgesetz, wie fiir alle in der Literatur
gemachten Vorschlage fiir Boden, daB ein absolut allgemeingiiltiges Modell, das
fiir alle Spannungspfade exakt ist, noch aussteht. Selbst wenn man annehmen
wiirde, daB eine vollige Entkopplung von Stoffgesetz und Numerik méglich wére,
so bliebe doch dieser Punkt, der eine absolute Ubereinstimmung unméglich macht.
Da das Ergebnis einer numerischen Berechnung nur so gut sein kann, wie es die
Eingabeparameter sind ~ ganz abgesehen vom verwendeten Stoffgesetz —, ist bei
der vorhandenen Heterogenitéit von Béden eine ezakie Vorhersage auch aus diesem
Grunde nicht moglich.

Das Ziel mu8 es aber dennoch sein, alle einflieBenden Dinge, d.h. das Stoffmodell,
die mathematische Formulierung, die Numerik, die Parameterbestimmung, etc so
exakt wie méglich zu beschreiben, um eine Summation der “einzelnen” Fehler zu
vermeiden. Eine Berechnung ist dann zwar immer noch mit einem Fehler behaf-
tet, jedoch 1Bt sich dieser Fehler bei Beachtung dieses Aspektes eingrenzen, so
dafl eine Vorhersage mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit moglich sein wird.

1.1 Allgemeine Annahmen fiir das Stoffmodell

Die im folgenden aufgefithrten Annahmen, auf die 2.T. in den nachfolgenden Ab-
schnitten eingegangen wird, liegen dem Stoffmodell zugrunde:

o Der Boden wird als Kontinuum betrachtet, so da man die Begriffe “Span-
nung” und “Verzerrung” verwenden kann.

o Chemische, elektrische oder thermische Einfliisse werden nicht betrachtet.

o Zeitliche Effekte (Viskositat) werden nicht beriicksichtigt; dies bedeutet, daf
die Spannungsantwort unabhiingig von der Zeitskala ist. Das reale Zeitin-
krement At knnte deshalb auch durch einen anderen Parameter, so z.B. ein
Lastinkrement AP, ersetzt werden.

o Es gilt das Konzept der effektiven Spannungen (TERZAGHI, 1936):
Alle meBbaren Effekte einer Spannungsinderung, wie z.B. Kompression,
Scherung und eine Anderung des Scherwiderstandes sind ausschlieflich einer
Anderung der effektiven Hauptspannungen ¢/ zuzuschreiben.
Fiir o} gilt:
oli=0;—u
Hierbei stellt o; die totale Druckspannung (= Kraft/Fliche) und u den Po-

renwasserdruck dar. Das Stoffmodell wird mit effektiven Spannungen for-
muliert.
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1.2 Gliederung der Arbeit

Im einfithrenden Kapitel dieser Arbeit wird die zu lgsende Problemstellung — d.h.
Entwicklung eines bodenmechanischen Stoffmodelles fiir komplexe Spannungs-
pfade (Be- und Entlastungsvorgiinge) sowie eine moglichst exakte numerische For-
mulierung - angesprochen. Einige grundlegende Annahmen werden aufgefiihrt,
und die wichtigsten Bezeichnungen werden vorgestellt.

Im 2. Kapitel werden die theoretischen Uberlegungen, die aus mechanischer
Sicht fiir einen Algorithmus fiir groe Verzerrungen notwendig sind, vorgestellt.
Ausgehend vom “Prinzip der Materialobjektivitit” wird eine geeignete Zeitablei-
tung fiir Béden ausgewdhlt. Es wird die fiir die Finite Elemente-Formulierung
erforderliche Stoffgesetzintegration — bei sogenannter natiirlicher Formulierung —
dargestellt.

Im 3. Kapitel wird das entwickelte Stofmodell dargestellt. Das Stoffmo-
dell basiert auf der Cam-Clay-Theorie (ROSCOE/BURLAND, 1968 und SCHO-
FIELD/WROTH, 1968), deren Terminologie zu Beginn dieses Kapitels kurz vorge-
stellt wird. Bei dem entwickelten Modell handelt es sich um ein Zweifliichenmodell,
das auf MROZ et al. (1969 ~ 1985) zuriickgeht.

Eine allgemeine Ubersicht iiber bisher vorgeschlagene Stoffmodelle in der Boden-
mechanik wird nicht gegeben, da es in der neueren Literatur mehrere Arbeiten
gibt, die sich u.a. diese Aufgabe zum Ziel gesetzt haben. So z.B. die Arbeiten von
GUDEHUS (1980), DESAI/SIRIWARDANE (1984), CHEN/BALADI (1985), ete.

Die fiir die Implementierung in ein Finite Elemente-Programm erforderlichen Glei-
chungen sowie die Parameterbestimmung werden erliutert.

Im 4. Kapitel wird zu Beginn die erforderliche Numerik fiir die Finite Ele-
mente-Formulierung, einschlieBlich der derzeit aktuellen Tterationstechniken, vor-
gestellt. Im Anschlufl werden die durchgefiihrten Versuche und Testrechnungen
erlidutert.

Im 5. Kapitel werden zusammenfassend einige Bemerkungen {iber die in dieser
Arbeit durchgefiihrten Punkte sowie ein Ausblick fiir zukiinftige Forschungsarbei-
ten aufgefiihrt.

Im Anschlufl an dieses Kapitel folgt ein Verzeichnis der verwendeten Literatur
sowie ein Anhang, in dem einige Ableitungen dargestellt sind.
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1.3 Begriffe und Symbole

Die in dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen werden im folgenden immer dann
erlsutert, wenn sie im Text zum ersten Male auftreten. Zugspannungen {ein-
schlieflich &) und Zugdehnungen sind positiv.

Einige wichtige allgemeine Bezeichnungen sind in der folgenden Tabelle zusam-
mengestellt:

Skalare Grofien

N

a

A

d

Ch

Stoffparameter des elasto-plastischen Zweifliichenmodelles

Verhiltnis von aktuellem Radius r zum Radius rx (Abstand von der
Raumdiagonalen zur FlieBflsiche im Kompressionsfall)

effektive Kohision. Damit Festlegung des Mohr-Coulombschen Krite-
riums fiir die Korn-zu-Korn (effektiven) Spannungen

Stoffparameter zur Festlegung der Form von Flieffliche und Potential
in der Deviatorebene (hezagonal, Schadsches Kriterium)

Stoffparameter zur Festlegung der Form von FlieSfliche und Potential
in der Deviatorebene (plumpness, Schadsches Kriterium)

Stoffparameter des Zweiflichenmodells zur Festlegung der Lage der
Kappe

Stoffparameter zur Festlegung der Form von Fliefifliche und Potential
in der Deviatorebene (Kriterium nach Gudehus)

Porenzahl

Porenzahl nach Vorbelastung, zu Beginn der Belastungsgeschichte
Elastizitatsmodul

Verfestigungsparameter

Kompressionsmodul

Steigung der “Critical State Line” im p, g-Diagramm

mittlere Spannung

mittlere Konsolidationsspannung
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TE

T

Hauptspannungsdifferenz im Triaxialversuch (= o; — 03 wenn oy = o3)

Abstand des Spannungspunktes im Hauptspannungsraum von der
Raumdiagonalen (Polarradius)

Polarradius im Extensionsfall (Abstand von der Raumdiagonalen zur
FlieBfliche)

Polarradius im Kompressionsfall (Abstand von der Raumdiagonalen zur
Fliefflsiche)

Proportionalitétsverhiltnis; innere zu duflere FlieSfliche (die FlieBfls-
chen sind geometrisch ghnlich)

Skalierungsfaktor beim line search Verfahren

optimaler Wassergehalt (Proctor)

Porenwasserdruck

Variationssymbol

Kronecker-Symbol

Volumetrische Dehnung (= ¢; + €2 + €3, materielles Bild)
Polarwinkel in der Deviatorebene des Hauptspannungsraums
Schwellbeiwert

Kompressionsbeiwert

Proportionalitétsfaktor zur Bestimmung der Gréfle des plastischen Deh-
nungsinkrementes

Stoffparameter des Zweifliichenmodelles
Querkontraktionszahl

Betrag des Verbindungsvektors vom FlieBflichenpunkt auf der inneren
Flache zum FlieBfliichenpunkt auf der Erstbelastungsfisiche

Proctordichte

effektiver Reibungswinkel. Damit Festlegung des Mohr-Coulombschen
Kriteriums fiir die Korn-zu-Korn (effektiven) Spannungen

Neigung der in die p, ¢-Ebene transformierten Bruchgerade nach Mohr-
Coulomb (Kompressionsfall)
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Dilatanzwinkel
Neigung der Gerade des FlieSpotentials (p, g-Ebene, Kompressionsfall)

Matrizen und Tensoren

(of
D
e;,€e2,€3
F
L

n’

a,B,¢

Konstitutiver Tensor der differentiellen Steifigkeit
symmetrischer Anteil des Geschwindigkeitsgradienten
Basisvektoren eines kartesischen Systems
Deformationsgradient

Geschwindigkeitsgradient

Einheitsnormalenvektor der inneren FlieBfliche
Einheitsnormalenvektor der dufleren Flieffliche
Einheitsnormalenvektor der plastischen Potentialfliche
Rotationstensor

Rotationsgeschwindigkeitstensor (Wirbeltensor, antisymmetrischer An-
teil des Geschwindigkeitsgradienten)

Verformungsgeschwindigkeitstensor

Spannungstensoren (back stresses, Gegenspannungstensoren), welche
die Lage der &ufleren FlieSfliiche festlegen

Spannungstensoren, welche auf ein Koordinatensystem zur Beschrei-
bung der inneren FlieBfliiche bezogen sind (& = Rex, 8 = RS, { = R()

Verzerrungstensor
Verzerrungsgeschwindigkeitstensor (= D)

Spannungstensor, welcher die Lage des Bezugskoordinatensystems fiir
die innere Flieffliche festlegt

Cauchyscher Spannungstensor

Rotationsgeschwindigkeitstensor (ausgehend von der polaren Zerlegung
des Deformationsgradienten)
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Fir skalare, vektorielle und tensorielle GréBen gilt, sofern im Text nichts anderes
vereinbart wird:

b
b
B

Indizes

1,2,3

kleine Buchstaben (Normalschrift) = skalare Grofien
kleine Buchstaben (fett) = vektorielle Grofen
grofie Buchstaben (fett) = tensorielle Gréfien (> 2. Ordnung)

antisymmetrischer Anteil (rechter oberer Index)
ufere FlieBfliche (“bounding area”)

elastisch (rechter oberer oder unterer Index)
innere FlieSfiiche

plastisch (rechter oberer oder unterer Index)
symmetrischer Anteil (rechter oberer Index)

Zeitpunkt, zu dem eine Grofie gemessen wurde (linker oberer Index),
bzw. bezogen auf die Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ (linker unterer
Index)

transponiert (rechter oberer Index)
volumetrisch (rechter unterer Index)

Hauptspannungsrichtungen

Allgemeine Symbole

deviatorische Komponente

effektive Spannung baw. Ableitungssymbol
Zeitableitung (rdumlich)

Zeitableitung (materiell)

materielles Bild
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Rechensymbole des Tensorkalkiils

. einfaches Skalarprodukt
. doppeltes Skalarprodukt
® dyadisches Produkt

Einleitung



2 Grofle Deformationen

Um das Verformungs- und Steifigkeitsverhalten von Bdden rechnerisch zu erfassen,
mufl man sich vorab @iber die Grofe der dabei auftretenden Deformationen klar
werden. Bei Triaxialversuchen, wie sie in der Bodenmechanik zum Laboralltag
gehdren, treten Verzerrungen in der GréBenordnung von bis zu 20 - 30% auf. Auch
kénnen unter Fundamentkanten oder an anderen Bauwerken §rtlich Verzerrungen
in der Grofenordnung von bis zu 50 -100% auftreten. In solchen Féllen ist eine
geometrisch nichtlineare Theorie fiir grofie Verzerrungen erforderlich.

2.1 Grundproblem

Im folgenden werden die theoretischen Uberlegungen, die zur Implementierung
eines Konzeptes grofier Verzerrungen in ein Finite-Elemente-Programm notwen-
dig sind, dargestellt. Als Einstieg in die Problematik grofler Deformationen soll
an dieser Stelle das Grundproblem der Kinematik, unabhiingig vom Stoffgesetz,
dargestellt werden.

In einer geometrisch nichtlinearen Berechnung ist das Gleichgewicht fiir den be-
trachteten Korper beziiglich seiner Momentankonfiguration aufzustellen. Fiir be-
stimmte Stoffgesetze ist es erforderlich, wie auch bei dem in dieser Arbeit ent-
wickelten Stoffgesetz, eine inkrementelle Formulierung zu verwenden. Die Ursa-
che hierfiir ist in der Spannungs-Verformungsgeschwindigkeits—Beziehung zu su-
chen, d.h. aufgrund von Stoffgesetzen, in denen nach der Zeit abgeleitete Zu-
standsgriBen, die eine in irgendeiner Weise inkrementelle Formulierung erzwingen,
vorkommen. In Bild 2.1 ist die Bewegung eines allgemeinen Kérpers in einem sta-
tionéiren, kartesischen Koordinatensystem dargestellt. Zugelassen wird hierbei,
dafl der Kérper groBe Verschiebungen und grofle Verzerrungen erfihrt und daf er
vom Material her nichtlinear reagiert. Ziel der Betrachtung ist die Berechnung
der Gleichgewichtslage des ganzen Kérpers in den diskreten Zeitpunkten 0, At,
2A¢, ..., nAt, wobei At den Zuwachs der Zeit ¢ darstellt.

19
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0321 tzz’ M-A!a:2

Konfiguration
zur Zeit £ + At
Konfiguration A = Fliche
zur Zeit ¢ V = Volumen
Konfiguration
zur Zeit ¢ =0 °z3, 'z, o

Ozs, ‘z31 H—Atzs

Bild 2.1: Bewegung eines Karpers in einem Koordinatensystem

Bei geometrisch nichtlinearen Finite Elemente-Berechnungen haben sich zwei
mbgliche Formulierungen als zweckméfig erwiesen: Die Totale Lagrangesche (To-
tal Lagrange) oder kurz T.L. Formulierung, die als Referenzkonfiguration den Aus-
gangszustand heranzieht, und die Mitgehende Lagrangesche (Updated Lagrange)
oder kurz U.L. Formulierung, die zum Zeitpunkt ¢ + At die vorab berechnete
Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ als Referenzkonfiguration betrachtet. Die Formu-
lierungen unterscheiden sich in der Wahl der Referenzkonfiguration fiir die kine-
matischen und dynamischen Variablen. Es konnte aber auch die Konfiguration
zu einem beliebigen anderen Zeitpunkt als Referenzkonfiguration herangezogen
werden. Werden fiir die numerische Losung die richtigen Materialtensoren ver-
wendet, dann liefern alle Formulierungen identische Ergebnisse. Ein Materialten-
sor ist hierbei ein Tensor, der den Zusammenhang zwischen den Spannungen und
den Verzerrungen beschreibt. Die Entscheidung, welche Formulierung zu wihlen
ist, hingt von der numerischen Effektivitit und von der Art des Materialgeset-
zes ab (BATHE 1986). Bei grofien Deformationen &ndert sich die Geometrie eines
Korpers laufend. Fir die Definition von Spannungs- und Verzerrungsmaflen exi-
stieren zahlreiche Moglichkeiten. Die geeignete Auswahl hiingt hauptséchlich von
der Stoffgesetzformulierung ab.

Vorab muf nun festgelegt werden, wie eine Deformation beschrieben wird. Es
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soll gelten:

o Eine materielle Mannigfaltigkeit M ist die Menge aller betrachteten Mas-
senpunkte.

o Konfigurationen ¢ sind die geometrische Darstellung der materiellen Man-
nigfaltigkeit M; sie legen die Massepunkte im Raum fest.

¢ Materielle Koordinaten sind solche Koordinaten, die den Massepunkten zu-
geordnet sind und ihnen unabhiingig von ihrer augenblicklichen Lage stets
anhaften.

Es sei ¢, eine beliebig gewishlte Referenzkonfiguration der materiellen Mannigfal-
tigkeit M. Die materiellen Koordinaten von M, (€1, £2,&3), werden in der Refe-
renzkonfiguration definiert und bleiben fiir jeden Punkt P iber alle Verformungen
erhalten. Die l"Iberfiihrung der infinitesimalen Umgebung von P, von {, auf Ces
kann durch eine lineare Abbildung beschrieben werden. Dies bedeutet, daf der Zu-
sammenhang zwischen den Vektoren zweier benachbarter Punkte drq = dr(€, ),
dr; = dr(§, ¢) in ¢, und ¢, durch Tensoren beschreibbar ist. Der Deformationsgra-
dient F' bildet die (vektoriellen) Linienelemente dr(&,1o) eines Massenelementes
dm(£) in der Anfangskonfiguration ¢, ab in Linienelemente dr(&,%) des betreffen-
den dm(£) in einer spiteren Konfiguration ¢, gemif:

dr (&, t0) — dr(&,t) = F(§,1,t0) - dr (£, to) 21

Das Spannungsmafl, das iiblicherweise bei der Totalen Lagrangeschen Formu-
lierung verwendet wird, ist der 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor S:

S = detF F~* o (F-)T (2.2)

Zum Zeitpunkt ¢ ist dieser Tensor auf die Konfiguration zum Zeitpunkt 0 bezo-
gen. o stellt hierbei den Cauchyschen Spannungstensor, welcher auf der aktu-
ellen Konfiguration definiert ist, dar. Das Verzerrungsmaf, das in Verbindung
mit dem 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor verwendet wird, ist der Green-
Lagrangesche Verzerrungstensor. Diese beiden Tensoren sind energetisch konju-
giert. Der Vorteil der T.L. Formulierung ist darin zu sehen, daB die Integra-
tion iiber die Anfangskonfiguration, die a priori bekannt ist, ausgefiithrt werden
darf. Die beiden Tensoren haben die Eigenschaft, daf sie invariant gegeniiber
Starrkdrperrotationen sind, weshalb sie in der Literatur hiufig als “objektiv” be-
zeichnet werden.

Diese Objektivitatsdefinition ist bei niherer Betrachtung aber etwas verwirrend.
Streng genommen ist nimlich der einzig objektive Spannungstensor, weil auf der
aktuellen Konfiguration definiert, der Cauchysche Spannungstensor. D.h. beide,
mitbewegter und ruhender Beobachter, messen den gleichen Cauchytensor, aber
nur gleiche Komponenten des 2. Piola-Kirchhofftensors, bezogen auf ihre jeweili-
gen Basissysteme.



22 Grofle Deformationen

Der klassischen Plastizititstheorie entspricht die mit dem 2. Piola-Kirchhofftensor
und dem Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor implizierte Auszeichnung der
Anfangskonfiguration jedoch in keiner Weise. Da man dort vollkommen ver-
schwindendes Gedichtnis des Materials voraussetzt, kennt das Material seinen
Anfangszustand zu keinem spéteren Zeitpunkt. Neben der aktuellen Konfigura-
tion, d.h. der verformten Konfiguration im Endzustand, ist die lokal entlastete
Zwischenkonfiguration der einzig ausgezeichnete Zustand einer plastischen Mate-
rialtheorie, so da8 auBer dem Cauchyschen Spannungstensor nur der auf diesen
Zustand bezogene 2. Piola-Kirchhofftensor

§ =detF. F. o(F.71) (2.3)

eine materialtheoretische Bedeutung besitzt. Der Zusammenhang zwischen der
aktuellen und der lokal entlasteten Zwischenkonfiguration wird durch die elasti-
schen (reversiblen) Formiinderungen beschrieben. Der zwischen Anfangs- und
Endkonfiguration aufgestellte 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor hat keine
Vorteile, wenn das Stoffgesetz Cauchyspannungen enthélt.

Zur Formulierung der Stoffgesetze fiir die aktuelle Konfiguration werden als

energetisch konjugierte Tensoren der Cauchysche Spannungsgeschwindigkeitsten-
sor und der symmetrische Geschwindigkeitsgradient gewiihlt. Die notwendige nu-
merische Zeitintegration der Stoffgleichungen und der schwachen Formulierung der
Gleichgewichtsbedingungen, die jetzt die Zeitableitungen der Zustandsgrifien und
Verschiebungen enthalten, liefert z.B. die U.L. Formulierung.
Die Benutzung der Zeitableitungen in den Stoffgesetzen wirft die Frage nach der
Objektivitat von Zeitableitungen der Tensoren auf. Bis vor kurzem wurde das
Problem der Objektivitst von Zeitableitungen in vielen Programmen, die grofle
Verzerrungen beschreiben kénnen, durch die Verwendung der J aumannschen Zeit-
ableitung geldst. Neuerdings aber sind Zweifel hinsichtlich der Verwendbarkeit
dieses Tensors in der Kontinuumsmechanik aufgekommen, da bei einer reinen
Schubverzerrung und groSen Drehwinkeln (> 40°) Spannungsoszillationen (s.
Abschnitt 2.2.4) entstehen. Aus diesem Grunde wurden Uberlegungen hinsicht-
lich der Brauchbarkeit verschiedener “objektiver” Spannungsgeschwindigkeitsten-
soren, den sogenannten “corotational derivatives”, angestellt. Die daraus resul-
tierende und in dieser Arbeit verwendete Formulierung wird in den folgenden
Abschnitten ausfiibrlich dargestellt.
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2.2 Mitrotierende Zeitableitungen

Die in diesem Kapitel Mitrotierende Zeitablestungen ausgefithrten Uberlegungen
sind, sofern sie allgemeiner, d.h. stoffunabhiingiger Natur sind, Teil einer Arbeit
von WEGENER (1987). Es wurde, ausgehend von diesen Ansitzen und Uberlegun-
gen, versucht, eine geeignete Formulierung fiir das Medium Boden auszuwéhlen.

2.2.1 Beispiel aus der Relativkinematik

Um auf die Problematik der Verwendung von Zeitableitungen von vektoriellen
oder tensoriellen GréBen in beobachterunabhiingigen Stoffgesetzen aufmerksam zu
machen, wird zuniichst ein einfaches und bekanntes Beispiel aus der Starrkérper-
kinematik vorgestellt. Es sei O ein raumfester Beobachter des Punktes B mit der
zugehdrigen Basis {e;, e2}, wihrend der Beobachter A sich mit seinem Basissy-
stem {ey,ex} mit der Winkelgeschwindigkeit w dreht (vgl. Bild 2.2). Hierbei
stellen e, und e; bzw. ey und ey Basisvektoren (keine Komponenten) dar. Die

€z eqr

TAB

ey

TA

e

Bild 2.2: Rotation eines Basissystems

bekannten Zusammenhinge zwischen den Anderungen der Abstandsvektoren lau-
ten mit

TPAB = TiCiy = Zyey -+ 1_,'2:82:1 :
£ Fatwxrap+ VB, (24)
F o= Fa+tam (2.5)
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Dabei ist vp,, die Geschwindigkeit (Zeitableitung der Komponenten von r4p
beziiglich des drehenden Systems), die man dem mitrotierenden Beobachter als
feststellbar unterstellt. Natiirlich ist der Vektor = fiir den festen wie den mitbe-
wegten Beobachter in jedem Augenblick “objektiv” feststeilbar, d.h. beide Be-
obachter bestimmen den Abstand OB bzw. AB gleich, jedoch in verschiedenen
Komponentendarstellungen. Kennt der Beobachter in A die Winkellage relativ
zum feststehenden System und ist er auBerdem noch im Besitz von Transfor-
mationsalgorithmen, so kann er die Komponenten von r4p in genau den gleichen
Komponenten angeben wie der feste Beobachter. Man kénnte sich nun fragen, wa-
rum bei gleichem Anfangs- und Endwert die von beiden Beobachtern festgestellten
Zeitableitungen verschieden sind. Der Unterschied in den beiden Standpunkten
liegt darin, daB der feste Beobachter die Drehung der Achsen ey, ey als Rotation
auffaBt, wihrend der mitbewegte Beobachter in A die Rotation seiner Achsen nur
in Form einer Transformation miterlebt. Es gilt mit e; = R- e; und RRT = 1:

TAB = Zg€p = .'L‘."(RC.') = z:p(Rel) + ZQI(RCQ) = R[z.-:e.-] (26)

r = R [:t.ve,'] +7ra (27)

= F = Fat I-'?. [zve] + R- [.‘;.'r e (2.8)
I ilRT [zoes] + [Z0 €] (2.9)

Der raumfeste Beobachter integriert den Relativvektor # — # 4 nach Gleichung
(2.9). Dagegen integriert A nur die Komponenten Z und gelangt zu demsel-
ben r — r4 wie O, indem er seine Komponenten z, auf die Basis von O nach
MaBgabe der aktuellen Drehlage transformiert. Obwohl Meinungsverschiedenhei-
ten zwischen beiden Beobachtern fiber die Grofle der absoluten Geschwindigkeiten
# — 74 bestchen, stellen sie die Relativbewegung von B gegeniiber dem System
von A ibereinstimmend fest. Ein von beiden fiir giltig befundenes Reibungsgesetz
von Punkt B (die Reibungskraft wirkt stets der relativen Gleitrichtung entgegen)
auf der mit w drehenden Scheibe mu8 fiir beide gleiche mefibare Reibungskrifte
hefern und kann somit nur die Relativgeschwindigkeit vp,,, als Bewegungsgrifie
enthalten. Dieser offensichtliche Tatbestand, auf die Kontinuumsmechanik und
die darin als Bewegungs-, Kraft- und Zustandsgrifien auftretenden Tensoren er-
weitert, ist die Aussage des im folgenden Abschnitt behandelten Objektivitits-
prinzips.

2.2.2 Prinzip der Materialobjektivitit

Das Prinzip der Materialobjektivitit oder der Raumisotropie gehort zu einer Reihe
von Prinzipien, die den Versuch darstellen, durch eine Axiomatik den allgemeinen
Rahmen fiir die Formulierung von Stoffgesetzen festzulegen. Da es unmittelbare
Bedeutung fiir die Auswahl von vektoriellen und tensoriellen Zustandsgréfien so-
wie fiir die Formulierung objektiver Zeitableitungen besitzt, wird es im folgenden
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vorgestellt. Das Prinzip der Materialobjektivitsit erscheint in zwei verschiedenen
Formulierungen:

Passive Formulierung: Die Stoffgleichungen und ZustandsgriBen miissen un-
abhingig von der Bewegung des jeweiligen Beobachtersystems sein.

Aktive Formulierung: Die Stoffgleichungen und Zustandsgréfen miissen unab-
héingig von einer {iberlagerten Starrkérperrotation des Materials sein.

Aufgrund beider Formulierungen erfiillen Vektoren v und Tensoren T' das Prinzip
der Materialobjektivitit, wenn sie sich bei einer Starrkdrperbewegung @ gemis

v=Qv* bzw. T =Q1°QT (2.10)

verhalten (vgl. Abschnitt 2.2.1). Sie werden daher objektiv genannt. Hierbei
zeigt das ° an, daf die Grofe sich mit dem Material mitbewegt, d.h. in der
passiven Formulierung vom ruhenden Beobachter aus gesehen und in der aktiven
Formulierung vom mit dem Material mitbewegten System aus betrachtet wird.
Fir Stoffbeziehungen G = G(X'), wobei X skalare, vektorielle oder tensorielle
Stoffgroflen darstellt, fordert das Objektivitatsprinzip:

9 = 9X) = ¢X°Q) = 9°(X°) skalar
g = g(X) = g(X°Q) = Qg°(X°) vektoriell (2.11)
G = G(X) = G(X°Q) = QG(X*)QT tensoriell

Vektoren v und Tensoren T' heifien genau daun invariant gegen Starrkdrper-
bewegungen, wenn sie sich bei Starrkdrperbewegungen im materiellen Zustand
v*, T° (im mit dem Material mitbewegten System) und im riumlichen Zustand
v, T (im jeweiligen Beobachtersystem) nicht unterscheiden:

v=v° bzw. T=T" (2.12)

Diese Abbildungseigenschaft und ein Abbildungsverhalten von Tensoren gemis:
T=QT bzw. T =T°Q" (2.13)
werden in der Literatur haufig unter dem Begriff Objektivitit subsumiert, wobei
giiﬁdYektoren v und Tensoren T vom Beobachtersystem aber nicht unabhingig

Die materiellen Zeitableitungen objektiver Tensoren sind automatisch weder
objektiv noch invariant:

o =Qo°QT }

=6 =Q5° Q™+ QQ% +o(Q @) @14
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Um aber trotzdem Zeitableitungen objektiver Tensoren in Stoffgesetzen verwenden

zu kdnnen, muf man solche Zeitableitungen & definieren, die die Objektivitéits-
forderung erfiillen. Bei reiner Starrkérperbewegung mufl diese Definition nach
Gleichung (2.14) genau

3-Q8°QT=56-0QTs — o(Q Q") , wobei o° = QToQ gilt, (2.15)

liefern. Diese Feststellung 138t sich wie folgt auf den Fall verallgemeinern, bei
dem neben der Starrkérperbewegung auch Deformationen auftreten, so daf sich
die unten aufgefiihrten Definitionen (vgl. WEGENER 1987) ergeben. Hierzu ist
die Einfithrung sogenannter Direktorensysteme, das sind stets orthogonale Vektor-
dreibeine £5; und £y, erforderlich. Sie werden fiir den vorderen und den hinteren
Index eines Tensors zuniichst unabhingig voneinender definiert. Die Direktorensy-
steme sind Basissysteme, die mit bestimmten ausgezeichneten Materialrichtungen
(Anisotropierichtungen) fest verbunden sind und die Drehlage eines sich verfor-
menden Materieelementes darstellen. Sie definieren dann die Materialrotation als
die Drehung der Direktorensysteme. Sie werden ausfiihrlich im nachfolgenden Ab-
schnitt erléutert.

In Bild 2.3 ist das allgemeine Abbildungsverhalten (ohne Streckungen) eines Span-
nungstensors dargestellt. Fiir den vorderen (Normalenrichtung) und den hinteren
(Kraftrichtung) Index sollen unterschiedliche Abbildungen G und H (vgl. Glei-
chung (2.17)) gelten.

n

Referenz- §v2

Konfiguration B &

14 &€m
A (8]
mitG#H =
&m
&= Gf‘l’fl , &ya= Gfovz
Enm=H E?n , €m=H 5?12 aktuelle N
Konfiguration

Bild 2.3: Abbildung eines Spannungstensors (zweidimensional)
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Definition 1: Als materielles Bild eines objektiven Tensors ¢ bezeichnet man
sein invariantes Abbild:

o =G e(H)T, (2.16)

d.h. eine {iberlagerte Starrkérperbewegung fithrt auf “dasselbe” materielle
Bild, so dafi gilt: & = &°. Hierbei sind die Abbildungen G und H diejenigen,
die die beiden Direktorensysteme {£y;} bzw. {€y;} fiir den vorderen bzw.
den hinteren Index von der gewihlten Referenzkonfiguration auf die aktuelle
Konfiguration abbilden.

§vi=GE&);  baw.  Ey=HE, =123 (217

€v1:&ve und €y baw. €y, €y, und €y, stellen die Basisvektoren (vgl. Bild
2.3) der Direktorensysteme (keine Komponenten) dar. Damit & tatsichlich
ein invariantes Bild von o wird, miissen G und H sich bei einer Starrkdrper-
bewegung gemischt invariant-objektiv verhalten in der Form, de8

G=QG* uwd H=QH" (2.18)

gilt. Im Vergleich zu Gleichung (2.17) schrénkt somit die Objektivitétsfor-
derung die Klasse der fiir ein Material zulissigen Direktorensysteme {£y;} ,
{&m:} ein auf solche Systeme, die bei Uberlagerung einer Starrkérperbewe-
gung ohne Schlupf mitgedreht werden.

Definition 2: Als riumliches Bild eines invarianten Tensors & bezeichnet man
sein objektives Abbild
oc=Gao HT, (2.19)
d.h. fiir eine iiberlagerte Starrkérperbewegung gilt das Objektivitstsprinzip:
o = Qo*QT. Hierbei sind G und H wieder die Abbildungen, die die beiden
Direktorensysteme gemif Gleichung (2.17) von der gewihlten Referenzkon-
figuration auf die aktuelle Konfiguration abbilden.

Hieraus folgt nun der Satz (WEGENER 1987):

¢ Jede objektive Zeitableitung eines objektiven Tensors ¢ = Qo°QT entsteht
als rgumliches Abbild der materiellen Zeitableitung des materiellen Bildes
von o zu beliebigen zulissigen Direktorensystemen &y; = G&Y,, &y =
HE,.

Es ergibt sich somit:

5=GoHT mit &=Go(H)T (2.20)
Die Folgerung des Objektivitéitsprinzips ist, daB lediglich objektive Tensoren in
die Formulierung von Stoffgesetzen eingehen konnen.

Wichtigstes Beispiel eines nicht objektiven Tensors ist der Deformationsgradi-
ent F (Gleichung (2.1)) fiir den F = RF® gilt. Dies ist auch der Grund, weshalb
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in keinem Stoffgesetz F als Deformationsma8 auftritt. Dagegen ist der Fingersche
Streckungstensor B = FFT = RB°RT wieder objektiv. Fiir die verwendeten Zu-
standsgraBen ist die Objektivitatseigenschaft streng genommen stets ein Postulat,
wihrend dies fiir den Abstandsvektor » 45 in dem Beispiel aus der Starrkorperki-
nematik offensichtlich war.

2.2.3 Physikalische Motivation

Nachdem aus dem Prinzip der Materialobjektivitat bereits ein Kriterium fiir die
Konstruktion objektiver Zeitableitungen folgte, soll nun das Problem der Wahl
der Direktorensysteme dargestellt werden. Zunichst ergibt sich hier eine vom
Objektivitatsprinzip unterschiedliche Motivation zur Einfithrung von Abbildungs-
vorschriften. Gesucht werden Zeitableitungen der Tensorkomponenten, bezogen
auf ein fiir das Material ausgezeichnetes Basissystem, das Direktorensystem:

v

o = [U,'v,':].e,'l ® ey (2.21)

und wegen
o = [Uiljl].ei! Rejp+ouj é,': Rej + oppep® éj: (2.22)

folgt
g’ = a —jtj é.‘l ®e,—. -_— a.-;_,-:e.-.@ é,’l (2.23)

Genau wie bei dem Beispiel der Relativkinematik in Reibungsgesetze nur Rela-
tivgeschwindigkeiten eingehen, bendtigt man diese objektiven Zeitableitungen fiir
die Aufstellung von Materialgesetzen. Diese Ableitungen werden der Motivation
entsprechend mitrotierend genannt, da sie den Materialrichtungen folgen. Erst die
Benutzung ausschlielich nach MaBgabe des Objektivitatsprinzips zuldssiger Di-
rektorensysteme erlaubt die synonyme Verwendung der Begriffe “mitrotierende”
und “objektive Zeitableitung”. Keinesfalls aber liefert das Objektivititsprinzip
eindeutige Zeitableitungen. Die beiden folgenden Probleme miissen durch physi-
kalische Untersuchungen gekliirt werden:

Welche Tensoren bzw. Spannungsmafe will man verwenden, um den Materi-
alzustand zu beschreiben, d.h. welche Materialtensoren sind objektiv? Fir
die Spannungen 158t sich eine Vielzahl von MaBen (vgl. Abschnitt 2.1) ange-
ben. Die zweckmiBigste Wahl scheint der Cauchysche Spannungstensor zu
sein, da dessen Objektivithtseigenschaft auf die Objektivitit des Flichen-
elementvektors und die des darauf wirkenden infinitesimalen Kraftvektors
zuriickgefiihrt werden kann (vgl. TRUESDELL 1955).

Welches Basissystem {e;} ist dasjenige, welches die Drehung des Materials
zuverléissig beschreibt? Dies wird insbesondere dadurch noch entscheidend
erschwert, daB sich nicht nur wie im Fall der Starrkdrperrotation die Basis
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als Ganzes dreht, sondern da8 jeder einzelne Basisvektor, sofern er ein ma-
terieller ist, auBerdem noch Streckungen unterworfen ist und fiir jeden ein
anderer Drehungstensor seine Bewegung beschreibt. Bei Stoffgesetzen fiir
plastifizierende Metalle (bei tiefen Temperaturen) miifite rein phinomeno-
logisch gesehen die sich bewegende Basis an den Gitterebenen der Kristalle
festgemacht werden und wiirde dann die Materialdrehung richtig beschrei-
ben. Eine analoge Betrachtungsweise ist bei Boden mit Sicherheit nicht
zuléssig. Hier nimlich besteht die Verfestigung vor allem in der gegen-
seitigen Verformungsbehinderung einer Vielzahl von Kornern und nicht in
der Erschwerung der Verformung innerhalb eines Kornes. Wiirden sich also
in einem Gebiet, iiber das man die kontinuumsmechanischen Eigenschaften
mitteln wiirde, alle Kérner gleichsinnig einmal um die eigene Achse dre-
hen, hiitte sich eine eventuell durch Verfestigung entstandene ausgezeichnete
Anisotropierichtung im Gegensatz zu Metallen nicht verfindert. Die Dre-
bung derselben mu8 bei Biden a priori kontinuumsmechanisch, d.h. ohne
Zuhilfenahme mikromechanischer Phanomenologie begriindet werden. Ins-
besondere, weil die Art der Wechselwirkung bei bindigen Béden wegen der
Mitwirkung des Porenwassers prinzipiell anders ist als bei nichtbindigen, so
daB unterschiedliche Bodenarten sehr unterschiedliche Uberlegungen erfor-
dern wiirden. Die bodenmechanische Materialphysik hilt hierzu allerdings
nur spekulative Antworten bereit.

In der allgemeinen Form der Gleichung (2.23) stellen die rotierenden Basisvektoren
sogenannte Direktorensysteme dar.

Es sei e4 = Re; die Abbildungsvorschrift, bezogen auf die mitdrehende Basis,
> 3=6-RR'o-o(RRY (2.24)

R bzw. R erfordern nun Stoffgleichungen. Weil die Materialtheorien damit sehr
kompliziert werden und insbesondere Probleme bei der Formulierung der Stoff-
gleichungen fiir R bestehen, interessiert man sich fiir Spezialfiille:

Das Direktorensystem wird mit der kartesischen Raumbasis identifiziert. Da-
mit wird & zu der gewdhnlichen materiellen Zeitableitung,

Das Direktorensystem hiingt mit den materiellen Basisvektoren zusammen.
Da é, = Le, und e* = —L7e" mit dem Geschwindigkeitsgradienten I =
(V®v)T ist, muB zwischen ko- und kontravarianter Darstellung unterschie-
den werden. Dies wurde bisher aus Griinden der Einfachheit unterlassen.

Mit dem Deformationsgradienten F' gilt fiir den Geschwindigkeitsgradien-
ten L:

e, = Fel= el =Fle,

F el = F F-le, = Le,

L
€x
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Die von der Struktur her einfachsten mitrotierenden Zeitableitungen sind die nach
Oldroyd. Bei ihnen werden als Direktorensysteme die ko- bzw. kontravarianten
Materialbasisvektoren verwendet. Je nachdem, in welcher Darstellung der abzu-
leitende Tensor den Zustand kennzeichnet, erhilt man die

obere Ableitung 6% = & -Lo—oLT auso=o0"e.Q@ex

untere Ableitung 0%* = & +LTo+oL auso =one"®e (2.25)
die gemischten 092 = & —-Lo+oL auso=0%e® e )
Ableitungen 0% = ¢+L70~0oLT auso=0e"QRey

nach Oldroyd. Diese Zeitableitungen heifien auch mitgefiihrte Zeitableitungen, da
sie die gesamte Anderung der materiellen Basis aus der Zeitableitung ausklam-
mern.,

Man wirft den Oldroyd-Ableitungen hiufig vor, daf man je nach Komponenten-
darstellung des Tensors verschiedene Zeitableitungen hitte. Dieser Vorwurf ist
nicht gerechtfertigt, sondern resultiert aus der Schwierigkeit zu entscheiden, wel-
che Basis das fir das Material geeignete Direktorensystem bildet.

Die folgenden sogenannten mitdrehenden Zeitableitungen kompensieren nicht
die gesamte Anderung der materiellen Basis, sondern versuchen, die Drehung des
materiellen Basissystems von der Deformation abzuspalten. Dazu benutzen sie
ein Direktorensystem, das nur den Rotationsanteil der Bewegung der materiel-
len Basis mitmacht. Die Problematik dieses Vorgehens besteht darin, von drei
sich irgendwie bewegenden Vektoren einen einheitlichen Drehtensor ausfindig zu
machen. Dies ist, wie im folgenden gezeigt wird, wiederum nicht ohne plausibili-
sierende Annahmen moglich. Damit ergeben sich mehrere mogliche Losungen:

e Daé.= Le, gilt und L* = D die Deformationsgeschwindigkeiten beschreibt,
unterstellt man dem Wirbeltensor W = L°, Drehgeschwindigkeitstensor des
Direktorensystems zu sein. Mit dieser Annahme findet man die sogenannte
Jaumannsche oder Jaumann-Zaremba-Zeitableitung:

F=6-Wo+oW (2.26)

Eine sehr einfache Herleitung der Jaumannschen Spannungsgeschwindigkeit
findet man auch bei BEDNARGZYK (1968). Man erkennt, da8 alle Oldroyd-
Ableitungen fir den Fall L* = O - d.h. das Geschwindigkeitsfeld beschreibt
eine reine Drehung — auf die Jaumannsche Zeitableitung filhren. Dies ent-
spricht der Forderung in Gleichung (2.14) des Objektivitatsprinzips und
zeigt, daB alle diese Ableitungen die gleichen Objektivitatseigenschaften be-

sitzen.
e Ebenso kann man auch von der polaren Zerlegung des Deformationsgradi-
enten F,
F = RU (Rechtszerlegung), (2.27)
F = VR (Linkszerlegung), (2.28)
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ausgehen. Diese Zerlegung ist eindeutig, wenn man fordert, da8 U und V
symmetrisch sind und R orthogonal, d.h. R™! = RT ist, wobei R nur wegen
der fiir kontinuumsmechanische Vorginge notwendigen Regularitit eindeu-
tig wird. Da F auflerdem stetig in 1 (keine Bewegung) iiberfithrbar ist, ist
R eigentlich orthogonal (detR = 1). Damit beschreibt e = Re, eine reine
Drehung von e,.

Da F definitionsgemiB (s. Gleichung (2.1)) die Abbildung von Materievek-
toren des Anfangs- auf den Endzustand vornimmt, gilt auch e, = Fe? .
Wihrend die Rechtszerlegung die zeitliche Abfolge “Deformation der Aus-
gangsbasis durch U und anschlieSende Drehung der deformierten Basis” be-
deutet, stellt die Linkszerlegung die umgekehrte Reihenfolge dar. Da aber
R eindeutig bestimmt ist, hat man so den gewiinschten Drehanteil der Ma-
teriebasis gefunden. Dabei l4uft, durch die Linkszerlegung vorgegeben, die
Deformation in diesem durch R mitgedrehtem Direktorensystem ab. Den
Drehgeschwindigkeitstensor des Direktorensystems, im Gegensatz zum Wir-
beltensor W Rotationsgeschwindigkeitstensor 2 genannt, erhilt man mit

&=F el:
Linkszerlegung:
.. = (VR+VR)e?
& = (VRRTV- +V RRTV-)e,
& = (VV- +VRRIV-)e, (2.29)
Rechtszerlegung:
& = (RU+RU)
¢ = (RUU-RT+ RUU-'RY)e,
&« = (RUU-R"+ R Re, (2.30)

Bei der Rechtszerlegung steht der Drehgeschwindigkeitsterm einzeln, da die
Drehung nach der Deformation ausgefiihrt wird, d.h.

2 =RRT (2.31)

Bei der Linkszerlegung steht der Deformationsterm einzeln, wihrend der
zweite, demnach als der die Drehung enthaltende Summand, zu interpre-
tieren ist. Dort wird zuerst die Deformation der materiellen Basis durch
V'~ riickgiingig gemacht. Dann wird auf den undeformierten Zustand die
Drehgeschwindigkeit aufgebracht, und diese wird durch V' wieder auf den
deformierten Zustand zuriick abgebildet.

Von entscheidender Bedeutung ist, da8 £2 genau wie W ein antisymmetri-
scher Tensor ist.
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Beweis:
RRT =1
Ableiten nach der Zeit liefert:
RRT+RRT = O
«—RR'=-RE" = —-(RR"Y

Somit ergibt sich als weitere mitdrehende Zeitableitung:

¥ =6-Noc+00, (2.32)

die nach GREEN und NAGHDI (1965) benannt ist.

Tm Gegensatz zu den Oldroyd-Ableitungen, aber genau wie bei der Jau-
mann-Ableitung, ist der Rotationstensor 2 fiir die ko- und kontravarianten
Materialbasissysteme gleich.

In der Literatur lassen sich noch viele weitere Zeitableitungen finden. Bei
WEGENER (1987) findet sich eine Zusammenstellung (vgl. Tabelle 2.1) einiger
Zeitableitungen. Da es nicht Ziel dieser Arbeit ist, eine Zeitableitung weiter oder
gar neu zu entwickeln, wird hinsichtlich der kritischen Bewertung dieser Ableitun-
gen (Objektivititsnachweis) auf WEGENER (1987) bzw. auf diejenigen Autoren
verwiesen, auf die die jeweilige Zeitableitung zuriickgeht.

Der in Tabelle 2.1 auftretende elastische Rotationsgeschwindigkeitstensor £2. wird
analog zu §2 (vgl. Gleichung (2.31)) aus der polaren Zerlegung von F. gewonnen.

Wird der Geschwindigkeitsgradient L = F F~! mit Hilfe des Produktansatzes
F = F. F, additiv in einen elastischen (reversiblen) und in einen plastischen (ir-
reversiblen) Anteil zerlegt, 50 erhfilt man (s. Anhang):

L=L.+L, mt L=FF*' wd L,=FFF'F" (233)

D, stellt in der Giesekus-Ableitung (Tabelle 2.1) den symmetrischen Anteil Ly
von L, dar. Die weiterhin in Tabelle 2.1 auftretenden Parameter a,5,( sind ma-
terialabh#ingige Grofen und werden an dieser Stelle nicht néher erldutert.

Die grofie Vielfalt méglicher objektiver Zeitableitungen zeigt sehr deutlich, da
die Objektivitst nicht die einzige Eigenschaft ist, die man von einer Zeitableitung
verlangen muB. Vielmehr geben physikalische Modellbildungen der mikromechani-
schen Verformungsmechanismen entscheidende Hinweise auf zu verwendende Zeit-
ableitungen.

Da hinsichlich der Bestimmung eines geeigneten Basissystems fiir die Materialdre-
hung bei Bdden, wie bereits erwshnt, erhebliche Schwierigkeiten bestehen, wird
eine Zeitableitung derart gewshlt, daB der die Rotation beschreibende Algorith-
mus ein rein kinematischer Vorgang wird und somit keine materialabhéingigen
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Nr. Zeitableitung Formel
1 | oberer Oldroyd 0% =g -Lo—oLT
2 | unterer Oldroyd e =a+L7c+oL
3 | gemischter Oldroyd |69 =6 —Lo + oL
4 | gemischter Oldroyd | 0% = ¢ +L%0 — o L7
5 | Truesdell o =040 divv— Lo —oLT
6 | Biot 02 =6-odivv-Lo—coL”
7 | Jaumann o/ =o-Wo+oW
8 | Biezeno-Hencky 0P =g _Wo + oW + o dive
9 | Green-Naghdi oY =6 _Qo+a2
10 | Stickforth - o5 =66-No+on,
11 | Halleux-Donea o =g —(aW +b0)o + a(aW + b02)
12 | Rate natirlicher o =6 -Ayo +oAy
Dehnungen Ay = Rotationsgeschw. d. Hauptachsen vonV
13 | kombinierter Oldroyd | 6% = & ~(L —¢(D)a — o(LT — (D)
14 | Leonov o =o-Lo—oL?
15 | Giesekus o =&—(L-(D,)o —o(LT ~(D,)

Tabelle 2.1: Verschiedene Zeitableitungen (WEGENER 1987)

Zustandsparameter enthilt. Trife dieser Sachverhalt auf alle Materialien wirklich
2U, S0 wire die Materialforschung ein erhebliches Stiick weiter. Bei Stahl z.B. hat
sich gezeigt (s. WEGENER 1987), da$ die Rotation ganz deutlich zustandsabhgingig
ist. Ist ein Material aber derart komplex, da8 sich wie beim Boden praktisch keine
allgemeine Aussage iiber Gleitsysteme treffen 158t (Stichworte seien hier: Hetero-
genitit, Mehrphasengemisch, Kornzusammensetzung), erscheint es verniinftig, ein
verhdltnismafig einfaches und materialunabhingiges Direktorensystem zu wihlen.
Diese Unabhiingigkeit trifft z.B. auf die Jaumann-, die Oldroyd-Ableitungen (1-4)
oder die Green-Naghdi-Ableitung zu. Um aus diesen Ableitungen die geeignetste
auszuwiéhlen, soll zuniichst das Problem der Invarianz und der Symmetrieerhal-
tung betrachtet werden.

Benutzt man & als allgemeines Symbol fiir mitrotierende Zeitableitungen und
gilt &= 0, 80 sollen die Invarianten I, I, I; von o fiir beliebige Tensoren sta-
tiondr bleiben. Diese Forderung wurde bereits 1961 von PRAGER gegen die untere
und obere Oldroyd-Ableitung ins Feld gefiihrt. Sie ist insbesondere dann von ent-
scheidender Bedeutung, wenn das Stoffgesetz invariante skalare Funktionen der
Stoffgrafe o enthalt.

Beriicksichtigt man bei der Wahl der Direktorensysteme das Prinzip der Material-
objektivitat (s. Gleichung (2.18)), 1iBt sich die bisher ermittelte allgemeine Form
fiir mitrotierende Zeitableitungen wie folgt darstellen: Mit Gleichung (2.20) und
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mit . .
G =KsG sowie H=KyH (2.34)
stellt sich & wie folgt dar:

§=6-Kgo—-oKn", (2.35)
wobei gilt:
G-'= -G'Kg sowie H'=-H'Ky. (2.36)

. e T . .
Fiir Tensoren o, die symmetrisch sind, dh. & = 67, & = &, soll auch die mit-

rotierende Zeitableitung symmetrisch sein: =0 . Transponiert man Gleichung
(2.35) und zieht dies wiederum von Gleichung (2.35) ab, so fordert die Symme-
trieerhaltung nach einiger Rechnung (s. Anhang) K¢ = Ky+a-1,als0 Kg = Ku
plus einen unbestimmten Kugelanteil. Die Invarianzbedingung hingegen erzwingt
(vgl. Anhang): Ky = —Kg'. Die Forderung nach Invarianz und die Forderung
nach der Symmetrieerhaltung lassen somit nur noch antisymmetrische Rotati-
onsgeschwindigkeitstensoren K und ein einheitliches Direktorensystem fiir beide
Indizes zu. Es folgt deshalb:

Ko =Ky = ~Kg" (2.37)

Diese beiden Forderungen scheiden daher die obere und die untere Oldroyd-Ab-
leitung sowie die gemischten Oldroyds aus.

Um eine Entscheidung zwischen der verbleibenden Jaumann- und der Green-
Naghdi-Ableitung zu treffen, soll im folgenden das Verhalten dieser beiden Ablei-
tungen beim ebenen Scherversuch untersucht werden.

2.2.4 Ebener Scherversuch

Nach der Zusammenstellung von Argumenten zur Auswahl objektiver Zeitablei-
tungen in den vorangegangenen Abschnitten aufgrund rein theoretischer Betrach-
tungen, sollen schlieBlich noch experimentelle Argumente gesammelt werden. Der
hier betrachtete reine Scherversuch ist zwar experimentell praktisch nicht durch-
fiihrbar, da es nicht gelingt, einen homogenen Schubspannungszustand zu ver-
wirklichen. Allerdings stellt er die Grundform der plastischen Deformation von
infinitesimalen Materieelementen dar, so da8l die rechnerischen Ergebnisse hier-
aus sicherlich Riickschlisse auf das Verhalten des Stoffgesetzes in realistischeren
Versuchen widerspiegeln. LEEMANN hat 1972 erstmals festgestellt, da8l beim ein-
fachen Scherversuch, unter Verwendung der Jaumann-Ableitung Spannungsoszil-
lationen beobachtet werden, die physikalisch nicht plausibel sind. Die Green-
Naghdi-Ableitung hingegen zeigt beim ebenen Scherversuch ein rechnerisch plau-
sibles Verhalten:

Es seien £2 nach Bild 2.4 die materiellen Basisvektoren des unverformten und §;
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€2 &

arctan(b)\

€1, &l

Bild 2.4: Ebener Scherversuch

die des verformten Materieelementes:

f‘l’ =ée, Eg =ez
£ =e, & =berte

Damit ergeben sich fiir die kinematischen Tensoren, Deformationsgradient F, Ge-
schwindigkeitsgradient L, Wirbeltensor W sowie den Fingerschen Streckungsten-
sor B mit b dem Abscherbetrag, d.h. dem Tangens des Verdrehwinkels:

(F.-.-')=((1, ;’)

Es ergibt sich somit:

B_V,_”,T_(Hb2 b)
=TT “\b 1

Hieraus errechnet sich die Wurzel mit der Formel nach STICKFORTH (1987):

\/E— vdet B1+ B
VtrB + 2vdet B

(2.38)
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und liefert:

vo_1 (2+b2 b)=”,_1= 1 (2 —b)
VE+b \ b 2 Vit \ —b 2+¥
Womit sich

1 ) 2 ;J -b 2
R=V-F=—x d R=—T
Vit ( b 2 ) " @+ 0y ( -2 b )
ergibt, so daB man letztlich
. 2b (01
= T_ _29
@=RE _4+b2<—1 0)

fiir den Rotationsgeschwindigkeitstensor erhilt.

Im zweidimensionalen Fall sind alle antisymmetrischen Tensoren linear abhéin-
gig, d.h. mit

W=W8(_g [1)) (2.39)

sind alle Rotationsgeschwindigkeiten fiir die Zeitableitungen, die eine Aufspaltung
der Bewegung in einen Rotations- und einen Deformationsanteil versuchen, erfait,

wobei
W =1} fiir die Jaumann-Ableitung (2.40)
W =gk fiir die Green-Naghdi-Ableitung :
gilt. Fiir ein hypoelastisches Stoffgesetz mit linear viskosem Ansatz gilt:
& =hD (2.41)

wobei h ein Stoffparameter ist, und es ergibt sich fiir den Gegenspannungstensor
die Differentialgleichung

Gd=hD+Wo —ocW (2.42)

mit W als dem allgemeinen Rotationsgeschwindigkeitstensor aus Gleichung (2.39).
In Komponentenschreibweise folgt somit:

- . [ . 1. ¢ L]
on=—0n=2b0Wonp, on= §h b+ bdW(on —ou) . (2.43)

Benutzt man als unabhiingige Variable den Abscherbetrag b (Variablentransfor-
mation) und differenziert nach dieser Grofle, so folgt, wenn man die Ableitungen
nach b mit / bezeichnet:

oy = —05, =2Wona (2.4)
und

1, 1,1
O — 0O = [W—du - EhW (2.45)
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Differenziert man Gleichung (2.45) nach  und setzt o, bzw. o}, aus Gleichung
(2.44) ein, so folgt:
(] (]

Oty = Yot + AWy = - (2.46)
Benutzt werden mufite hier A # h(b), so daB die Verfestigungsgeschwindigkeit
nur von der Deformationsgeschwindigkeit abhéngt. Unabhangig von der Ver-
suchsfithrung &(t) ergibt sich Gleichung (2.46) bei Benutzung der Jaumannschen
Zeitableitung, also W = 1/2 und W’ = 0, zu:

oy +012=0 (2.47)
Diese Gleichung hat die oszillierenden Lésungen
o1 =C) OOS(b) + Cy sin(b) (2.48)

zur Folge, auch wenn der rotationsfreie einachsige Zugversuch monotone Verfe-
stigung zeigt. Dieses Ergebnis wurde erstmals von LEHMANN (1972) gefunden,
wihrend der hier dargestellte analytische Rechengang z.B. bei DAFALIAS (1983)
angegeben wird.

Fiir ein Stoffmodell nach v. Mises mit isotroper und kinematischer Hartung,

f= g(cd - Q) - .(cd - a) —k=0 (2.49)

und assoziierter Fliefiregel findet DAFALIAS (1983), zu den Anfangsbedingungen
of; bei b= 0, fiir die Schubspannung zur Jaumannschen Zeitableitung:

1, . 1 .
o1 = % + ghsin(d) — -2-(0:‘1’l — a};)sin(b) + o, cos(b) (2.50)

o stellt hierbei den Deviator der Cauchyspannung und k die “GriBe” der Flief-
fliche dar. Die Verfestigung wurde hierbei nach Prager angenommen, so daB
sich fiir den sogenannten Gegenspannungstensor (back stress) die Gleichung &=
hDP ergibt. Die oben gefundene Lisung oszilliert ebenfalls unabhéngig von den
Anfangsbedingungen (vgl. Bild 2.5, Kurve (a)).

Der Gleichung fiir den Gegenspannungstensor liegt der gleiche Sachverhalt wie
in Gleichung (2.41) zugrunde, so da8 die dort gefundene Losung verwendet werden
kann. Setzt man in Gleichung (2.46) fiir W = 2/(4 + b?) nach Gleichung (2.40;)
fiir die Green-Naghdi-Zeitableitung ein, folgt:
2b

% 16 1 -
e 51
et et = 3h (251)

wobei man durch die Substitution 3 = arctan(b/2) die Differentialgleichung

n
ay, +

d2¢112 4 = 2ht 1 2 2.52
gt + 4 = 2htan(y) (1 + tan’(p) (2-52)
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erhilt. Die Lasung erhslt man durch Variation der Konstanten der homogenen
Lisung

ag =Ch COS(Zip) +C; sin(2¢)
und fithrt nach langerer Rechnung auf (vgl. DAFALIAS 1983):

Eo1, 1 2 -
o = ot i {0 - o) -1+ )]
1 4b P-4
~gteh —eb)gyg ~ ey >

Diese Funktion der Schubspannungen iiber b ist in Bild 2.5, Kurve (b) dargestellt
fiir af; = 0. Sie oszilliert im Gegensatz zu Kurve (a) (Jaumann-Ableitung) nicht.
Die Jaumannsche Zeitableitung liefert oszillierende Losungen im verformungsge-

012

1 ©

b = Tangens des Verdrehwinkels
o012 = Schubspannung

(a)

0 1 1 A 1 1 >
0 2 4 6 8 10

Bild 2.5: Kinematische Verfestigung nach (a) Jaumann, (b) Green-Naghdi, (c)
isotrope Verfestigung (DAFALIAS, 1983)

steuerten Versuch und Spannungen, die eine bestimmte Grenze nicht iibersteigen
konnen (vgl. DAFALIAS 1983), im spannungsgesteuerten Versuch. Die Green-
Naghdi-Zeitableitung hingegen zeigt kein absonderliches Verhalten (s. Bild 2.5).
Diese Resultate haben in der Folge zu unermadlichen Diskussionen gefiihrt, ob
das Oszillieren eine Folge der falschen mitrotierenden Zeitableitung oder des hy-
poelastischen Stoffgesetzes bzw. des Pragerschen Verfestigungsgesetzes ist.
Durch ein anderes hypoelastisches Stoffgesetz, wie z.B.

5=hD+Da+oD (2.54)
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gelangt man zu nicht oszillierenden Losungen. Bei elasto-plastischen Materia-
lien treten im Falle kinematischer Verfestigung mit & = hD” Oszillationen im
Spannungsverlauf auf, hingegen ergeben sich bei isotroper Verfestigung monoton
wachsende Spannungsverliufe iiber der Abscherung (vgl. Bild 2.5). Bis zu Ver-
formungen von etwa 50 % stimmen die Ergebnisse aus beiden Zeitableitungen
erstaunlich gut iiberein.

Die Problematik der oben aufgeworfenen Frage liegt darin, da8 sich die Einfliisse
des Stoffgesetzes nicht in letzter Konsequenz von denen der ob jektiven Zeitablei-
tung trennen lassen und man schon sehr gute Stoffgesetze benstigt, um Giberhaupt
Deformationen dieser Gréfle zutreffend beschreiben zu kinnen.

Trotzdem aber a8t sich das oszillierende Verhalten allein aus der Kinematik der
Jaumann-Ableitung begriinden. Beim ebenen Scherversuch fithrt keiner der ma-
teriefesten Vektoren eine Drehung um einen Winkel von 7 oder mehr aus. Dage-
gen ist die Drehgeschwindigkeit W, die der Jaumann-Ableitung zugrunde liegt,
konstant, fiihrt also nach geniigend grofien Abscherungen zu beliebig wachsen-
den Verdrehwinkeln. WEGENER (1987) kommt nach analytischer Untersuchung
zu der Folgerung, da man nicht oszillierende Zeitableitungen nur dann findet,
wenn W(b) stiirker als mit 1/b gegen 0 konvergiert. Dies legt die Schlufifolgerung
nahe, daf die oszillierenden Losungen tatsichlich von der zu grofien Rotationsge-
schwindigkeit verursacht werden und es lediglich gelingt, sie durch geeignete Ver-
festigungsgesetze fiir die materiellen Bilder der Spannungen (die unter Umstéinden
gegenliufige Drehungen enthalten) zu iiberdecken.

Um eine Entscheidung fiir die “richtige” Zeitableitung zu erméglichen, reichen
genau genommen alle diese Betrachtungen nicht aus. Dazu bedarf es eines exakten
Vergleichs zwischen Experiment und Rechnung. Durchfiihrbare Experimente bis
zu solchen Verformungen, bei denen sich die unterschiedlichen Zeitableitungen be-
merkbar machen, erfordern allerdings einen erheblichen Rechenaufwand. Das im
Vergleich zum Scherversuch nichst komplizierte Experiment, der Torsionsversuch
an diinnwandigen Zylinderproben, versagt bei Metallen bereits sehr friih durch
Ausbeulung, so da8 der Torsionsversuch an Vollquerschnitten durchzufihren ist.
Man handelt sich dann aber den Nachteil inhomogener Spannungsverteilungen ein.
Die bei Boden, aufgrund der Komplexitit des Materials, auftretenden Probleme
wurden bereits in den Abschnitten 2.2.2 und 2.2.3 angesprochen. Fiir Bsden er-
scheint es deshalb zweckmaBig, eine Zeitableitung mit einem vom Stoff unabhiingi-
gen Rotationsalgorithmus zu wihlen. Zugleich muf die Zeitableitung natiirlich die
in der Bodenmechanik auftretenden Verformungen bzw. Versuche mit den dort
verwendeten Stoffgesetzen zutreffend beschreiben, was ein physikalisch plausibles
Verhalten (Zeitableitung + Stoffgesetz) voraussetzt. Dies trifft fiir die Green-
Naghdi-Ableitung in weit hoherem MaSe zu als fiir die J aumann-Ableitung. Damit
erscheint die Green-Naghdi-Zeitableitung von allen existierenden mitrotierenden
Zeitableitungen zur Beschreibung von Biden am geeignetsten.
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2.3 Allgemeiner Integrationsalgorithmus bei
natiirlicher Formulierung

Formuliert man das Stoffgesetz fiir die aktuelle Konfiguration, so werden, zumin-
dest wenn das Stoffgesetz Evolutionsgleichungen fiir tensorielle Grifien X enthilt,
objektive Zeitableitungen erforderlich:

X = f(o,D,V, ..) (2.55)

Um die Integration solcher Gleichungen zu vermeiden, benutzt man fiir numeri-
sche Rechnungen oftmals die sogenannte natiirliche Formulierung (vgl. ARGY-
RIS/DOLTSINIS 1984, HALLEUX 1987, JOHNSON/BAMMANN 1982, HUGHES/-
WINGET 1980, HALLQUIST 1986, FLANAGAN/TAYLOR 1987). Dabei schreibt
man die Stoffgleichungen in den materiellen Bildern aller Zustandsgriien an und
integriert sie in dieser Form. AnschlieBend errechnet man die raumlichen Bilder
der neuen Antworten. Es gelte das Stoffgesetz:

&= f(X,1) (2.56)

& soll hierbei eine beliebige Stoffantwort darstellen, wobei & deren objektive Zeit-
ableitung sei, und G und H sollen die zugehorigen Abbildungen der Direktorensy-
steme regeln (vgl. Abschnitt 2.2.2). X soll fiir alle tensoriellen Zustandsvariablen
stehen, die in das Stoffgesetz eingehen. Es ergeben sich somit vier Schritte:

e Materielle Bilder zum Zeitpunkt ¢ (Riicktransformation ins Materialsystem):

F(t) =G7(t)-ot)- (H'@®)
X = G-*(t)-X(t)-(H-‘(t))T} (25D
o Integration um einen Zeitschritt von ¢ auf ¢ + At:
e =F(X,9 (2.58)

gemaB irgendeiner geeigneten numerischen Integrationsregel, deren Art fiir
das Schema an dieser Stelle unbedeutend ist.

o Integration der Abbildungstensoren G, H um einen Zeitschritt von ¢ auf
t + At gemif:

G=Kg-G , H=Ky-H (2.59)

nach einer geeigneten numerischen Integrationsregel.

e Riumliche Bilder zum Zeitpunkt £ + At:
o(t + At) = G(t + At)- & (t + At)- HT (1 + At) (2.60)
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Speziell in dem Fall, in dem G und H orthogonal sind, gibt es mit der Integration
der Gleichungen (2.59) in Schritt 3 Probleme, da die Orthogonalitit zu allen Zeiten
erfiillt bleiben soll. Die Orthogonalitit ist aber eine Folge des Anfangszustandes,
80 daB in der Realitiit numerische Fehler diese Eigenschaft rasch beseitigen, sofern
man keine besonderen Mafinahmen in der Integrationsroutine ergreift.

Um dem Problem mit der Orthogonalitéit der integrierten Abbildungstenso-
ren aus dem Wege zu gehen, werden diese fiir die in dieser Arbeit verwendete
Green-Naghdi-Ableitung, in Anlehnung an HALLQUIST (1986), jeweils durch die
polare Zerlegung von F (vgl. Abschnitt 2.3.2) gewonnen. Diese hiermit impli-
zierte Zwangsorthogonalisierung enthilt keine Willkiir, was die Behandlung des
Fehleranteils betrifft. Sie ist ein weiterer Vorteil der Green-Na,g.hdi-Zeitableitung.

Der Deformationsgradient wird nicht durch Integration von F' = LF, sondern
durch
; azi(t
Fyt) = 3_5(’2 (2.61)
gewonnen. Auferdem wird wie bei HALLQUIST (1986) konsequent die Mittel-
punktsregel benutzt, d.h. die Integration von Gleichung (2.58) erfolgt gemas:

AF=f(X (t+%),t+%) (2.62)

Die Integration fiir das Zeitintervall zwischen ¢ und ¢ + At erfolgt somit iiber eine
Stiitzstelle zum Zeitpunkt ¢ + 4%, die mit A¢ multipliziert wird. Dies erfordert

X (t+4?) als materielles Bild zum Zeitpunkt £ + &¢:

At

X+ —Az—t) =G l(t+ %5) -X(t+ %—t) S(HY(t+ —é—))T (2.63)

Dieses Schema ist implizit und muB iterativ gelost werden.

2.3.1 Verwendete Symbolik fiir die Numerik

Bevor in den folgenden Abschnitten die fiir die Finite Elemente Formulierung ver-
wendeten Grofen erliutert werden, werden an dieser Stelle einige grundlegende
Begriffe und Symbole definiert. Um die Vielfalt der vorhandenen Definitionen
nicht durch neue Griflen zu erweitern, werden, soweit dies moglich ist, die Kon-
ventionen von BATHE (1986) fibernommen.

Wie bereits in Bild 2.1 verwendet, sind die Koordinaten eines allgemeinen Punk-
tes P zur Zeit ¢ = 0: Oz, Oz, O3, zur Zeit ¢: ‘zy, ‘z,, 'z3 und zur Zeit £ + At
thAtg, tHAtg, t+Atg, Der linke obere Index bezieht sich dabei auf die Konfigura-
tion des Korpers, wihrend der rechte untere Index die Koordinatenachse angibt.
Die Schreibweise fiir die Verschiebungen eines Korpers entspricht der Schreibweise
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fir die Koordinaten. Die Verschiebungen sind zur Zeit #: *u; (i = 1,2,3) und zur
Zeit ¢ + At: ity (i = 1,2,3). Es gilt daber:

tp; =0z +ty; .
| bty =°z:~+‘+'“u,- } i=1,2,3 (2.64)

Die Zuwichse der Verschiebungen von der Zeit t bis zur Zeit ¢ + Af werden durch
Ay, =0y, —ty; 1=1,2,3 (2:65)

beschrieben. Wihrend der Bewegung eines Korpers dndern sich sein Volumen,
seine Oberflache und seine Massendichte kontinuierlich. Diese Grioflen werden wie
oben zur Zeit 0, und ¢ + At durch %X, *X und *+2*X, wobei hier X z.B. eine
dieser Groflen darstellen soll, gekennzeichnet. Krifte, Spannungen und Verzer-
rungen miissen zu einem Zeitpunkt auch auf einen bestimmten Zustand bezogen
werden. In Analogie zu der fiir die Koordinaten und Verschiebungen benutzten
Schreibweise zeigt ein linker oberer Index an, in welchem Zustand die Grofe auf-
tritt. Ein linker unterer Index kennzeichunet den Zustand, beziiglich dessen die
Grofle gemessen ist. Es gilt jedoch die Ausnahme: Wenn die betrachtete Grifle in
derselben Konfiguration auftritt, in der sie gemessen wird, kann der linke untere
Index auch weggelassen werden. So gilt z.B. fiir die Cauchyschen Spannungen, die
a priori auf der aktuellen Konfiguration definiert sind:

ai; =%y = [ iloi; (2.66)
Fiir den Cauchyschen Spannungstensor wird die Variable o verwendet. Ansonsten
werden neue Symbole immer dann definiert, wenn sie erstmals auftreten.

2.3.2 Stoffgesetzintegration der Green-Naghdi- Ableitung

Entsprechend Abschnitt 2.3 erfolgt die Stoffgesetzintegration mit der sogenannten
natiirlichen Formulierung, Speziell fiir die in dieser Arbeit zu verwendende Green-
Naghdi-Zeitableitung erhiilt man, bei Benutzung der Mittelpunktsregel, das bei
HALLQUIST (1986) verwendete implizite Rechenschema:

1. Erzeugung der materiellen Bilder zum Zeitpunkt ¢, d.h. Abbildung auf ein
materiefestes System, mit G = H = R (vgl. Abschnitt 2.2.2 bzw. 2.2.3):

to='RT .\ .'R (2.67)

2. Integration der Abbildungstensoren um einen Zeitschritt von ¢ auf ¢ + At mit
Hilfe der Mittelpunktsregel: Die Abbildungstensoren werden durch eine po-
lare Zerlegung des Deformationsgradienten F (Gleichung (2.27)) gewonnen.
Da sich der Strecktensor U iiber das Cayley-Hamiltonsche Theorem ge-
schlossen angeben ifit (vgl. MARSDEN/HUGHES 1983 oder STICKFORTH
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1987), kann der Abbildungstensor R aus den nachfolgenden Gleichungen er-
mittelt werden. Um die Mittelpunktsregel anwenden zu kénnen, mufl diese
Zerlegung dreimal durchgefiihrt werden:

'tz
tp 2 & iRt
F=o3, = 'B'U (2.68)
al+4fz
At = At . a4t
F="%% R-*4U (269)
g tHiaty, 1
warp . 0 T2 lap o warpy o tHlaip et
F=—%% 5(F +4F) R-#y  (270)
Hierbei stellt 1
i = Flz+ tatg) (2.1)

die Geometrie zum Zeitpunkt ¢ + JAt dar.
3. Berechnung des materiellen Dehnungsinkrementes zum Zeitpunkt ¢ + 1At:

tHhatg 3 - tHART tHdia . tHbatp (2.72)

4. Integration um einen Zeitschritt von ¢ auf ¢ 4+ At mit Hilfe der Mittelpunkts-
regel, die unbeschrénkt stabil ist (vgl. Gleichung (2.62)):

t+1ALA & o tHhAt Gep | tHhaep 3 (2.73)

Hierbei stellt *+24¢ C* den konstitutiven Tensor (materielles Bild) dar. Fiir
den Cauchyspannungstensor ergibt sich als materielles Bild zum Zeitpunkt
t+ At:

that ot oy HHAIA & (2.74)

Aufgrund des neuen Zustandes *+4* & ergibt sich der konstitutive Tensor
t+At Crer gum Zeitpunkt ¢ + At
5. Das riumliche Bild zum Zeitpunkt ¢ + At ergibt sich dann:

t+4t o= t+AL R- 44 ; L t4At RT . (2.75)

Der konstitutive Tensor *+44C*? guf dem riumlichen Bild wird durch eine 4-
stufige Tensortransformation des materiellen Stofftensors erzeugt und ergibt
dann als Stoffmatrix, zusammen mit der sogenannten Operatormatrix B,
den symmetrischen Hauptteil der Steifigkeitsmatrix.

Das **2tg auf der aktuellen Konfiguration geht in die schwache Formulierung
fiir die Gleichgewichtsbedingungen ein. Der Rotationsgeschwindigkeitstensor £2
(Gleichung (2.31)) muf in dieser Formulierung nicht explizit errechnet werden,
da die materiellen Bilder in der unrotierten Konfiguration angeschrieben werden.
Die verwendete Green-Naghdi-Ableitung ist in dem Abbildungstensor R, wie im
Abschnitt Numerik gezeigt wird, enthalten.
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2.3.3 Verzerrungen

Die Integration des Verzerrungsgeschwindigkeitstensors (symmetrischer Teil des
Geschwindigkeitsgradienten, d.h. es gilt e=L'=D)

a8 1 prHised,  guia ".‘J'
&ii =3 ) g+§A11.J_ gl | *

(2.76)

mit Hilfe der Mittelpunktsregel fiihrt auf den sogenannten “centered strain tensor”
(vgl. HALLQUIST 1986):

t+LAe Ae,-,' =

1 a Au.- a Auj
2 (a w+iaig " t+§A:z‘) : (277)
Die Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ + 1At (“mid-step geometry”) errechnet sich
nach Gleichung (2.71). Fiir die Integration des Stoffgesetzes wird der centered
strain tensor (vgl. Schritt 3 Abschnitt 2.3.2) auf das materielle Bild (unrotierte
Konfiguration) abgebildet. Der centered strain tensor ist objektiv. Er hat zudem
den groBen Vorteil, daB er eine sehr gute Approximation fiir das logarithmische
Dehnungsma8 ist — fiir At — 0 fithrt die Akkumulation dieser Tensoren zum
logarithmischen DehnungsmaB (den sogenannten “wahren Dehnungen”).



3 Ein elasto-plastisches Stoffgesetz

Aus der Vielzahl der in der Literatur zu findenden Materialtheorien wurde das
Konzept der Elasto-Plastizitéit zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens von
Boden ausgewihlt. Bei der Auswah! oder der Entwicklung einer Materialtheorie
mufl man sich immer im klaren sein, daB es sich hierbei um eine mathematische
Abstraktion handelt (GUDERUS 1980). Mit einer gewihlien Formulierung wird
versucht, das kontinuumsmechanische Verhalten des Materials rechnerisch nach-
zuvollziehen. Béden stellen ein sehr komplexes Medium dar. Um iiberhaupt Er-
gebnisse zu erhalten, miissen Vereinfachungen getroffen werden. Wie gut oder wie
schlecht eine mathematische Formulierung das tatsichliche mechanische Verhalten
eines Stoffes beschreibt, hingt auch von diesen Vereinfachungen ab. Die Schwie-
rigkeit besteht darin, die angemessenen Vereinfachungen zu treffen. Rechnet man
“zu einfach”, so kénnen gemessene Versuchsspuren nur annshernd oder aber iiber-
haupt nicht nachvollzogen werden. Wihlt man seinen Ansatz “zu kompliziert”,
so erhalt man sehr viele Stoffparameter, deren Bestimmung sehr aufwendig ist.
Auch wird es dann schwierig, den gegenseitigen Einflu der Stoffkenngréfien her-
auszufiltern.

Das in dieser Arbeit verwendete Modell geht auf MROZ et al. (1969 — 1983)
zuriick und wurde urspriinglich fiir Metalle und Biden entwickelt. Dieses Modell
wurde insbesondere hinsichtlich der FlieSbedingung und des Verfestigungsansat-
zes modifiziert.

Es handelt sich hierbei um ein Zweiflichenmodell, das durch Verschiebung der in-
neren FlieBflsiche in der Lage ist, auch kinematische Verfestigung zu beschreiben.
Bei dem auf der Cam-Clay-Theorie basierenden Modell wurde versucht, moglichst
viele Parameter an die klassische Theorie anzulehnen. Somit kann auf die bereits
gewonnen Erfahrungen, speziell bei der Parameterbestimmung, zuriickgegriffen
werden. Es wurde auch versucht, Parameter zu verwenden, denen eine in der
Bodenmechanik vertraute Bedeutung zugeordnet werden kann und deren Bestim-
mung aus konventionellen bodenmechanischen Versuchen méglich ist. Aus der
Verwendung der Mohr-Coulombschen Fliefifliche mit Kappe resultiert eine zu-

45
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sammengesetzte FlieBfliche, die zwar den Nachteil einer Unstetigkeitsstelle — die
allerdings nur sehr schwach ausgeprigt ist — aufweist, aber auch den Vorteil der
Beschreibung mittels “konventioneller” Parameter innehat. Bevor die Entwick-
lung dieses Modells im Abschnitt 3.2 ausfihrlich beschrieben wird, soll kurz die
Terminologie des urspriinglichen Cam-Clay-Modells beschrieben werden.

3.1 Die Terminologie des Cam-Clay-Modells

Seit fast dreifig Jahren wurde das Cam-Clay-Modell von Roscoe/Burland, Scho-
field/Wroth u.a. entwickelt. Zugrunde lagen hierbei Versuche an einem aufbe-
reiteten Ton, dem sogenannten Cambridge Clay. Es wurde ein Zusammenhang
zwischen Vorbelastung, Porenzahl, effektivem Spannungszustand und den plasti-
schen Verzerrungen festgestellt. Plastizititstheoretisch enthalten diese Arbeiten
unter anderem den Abschluf der FlieBflache, wie z.B. dem Mohr-Coulombschen
Kegel oder einer shnlichen Grenzfliche, durch eine Kappe. Zur Festlegung von
Lage und Form dieser Kappe dient ein Verfestigungsgesetz, welches eine Funktion
der plastischen Volumeniinderungen ist.

Anzumerken ist an dieser Stelle vielleicht noch, dal Roscoe et al. von der Pla-
stizitatstheorie die Normalitit, aber nicht die Konsistenzbedingung {ibernommen
haben.

Die triaxialen Kompressionsversuche zur Entwicklung des Cam-Clay-Modells
wurden in einem p, ¢, e-Raum aufgetragen. Hierbei stellt —p die effektive mittlere
Druckspannung, g eine deviatorische Komponente (entsprechend Abschnitt 3.2)
und e die Porenzahl (vgl. Abschnitt 3.4) dar. Der Zusammenhang zwischen diesen
GroBen ist in den Bildern 3.1 und 3.2 dargestellt. Folgende Begriffe werden von
ROSCOE/BURLAND (1968) bzw. SCHOFIELD/WROTH (1968) zur Beschreibung
des Materialverhaltens verwendet:

Konsolidationsspannung: Die grofite jemals im Boden vorhandene mittlere
Druckspannung wird als Konsolidationsspannung p. bezeichnet. Die Dauer
des Einwirkens mufl dabei mindestens so lange sein, dafi der Porenwas-
seriiberdruck vollkommen abgebaut ist. Ein Boden, dessen aktuelle mittlere
Druckspannung kleiner als die Konsolidationsspannung ist, wird als dber-
konsolidiert bezeichnet. Ist die Konsolidationsspannung gleich der aktuel-
len Spannung, so wird der Boden als normalkonsolidiert bezeichnet. Der
Cam-Clay-Theorie liegt ein fester Zusammenhang zwischen Kohision und
anfinglicher Konsolidationsspannung zugrunde (vgl. Abschnitt 3.4.2), so
daf die Ausgangs-Konsolidationsspannung aus der Kohésion berechnet wer-
den kann.

Die Kompressionskurve (Virgin Compression Line, VCL) stellt den Zusam-
menhang zwischen einer hydrostatischen Beanspruchung und der Porenzahl
(vgl. Bild 3.2 bzw. Bild 3.7) dar.
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Projektion der CSL arctan(M)
\ G \ critical state line (CSL)
1

elastische Wand

_ hydrostatische
P Entlastungskurve
hydrostatische Erstver-
dichtungskurve (VCL)
(virgin compression line)

state boundary surface (SBS)

Bild 3.1: Darstellung der Cam-Clay-Theorie im p, ¢,e-Raum

Die Critical State Line (CSL) legt im p, ¢, e-Diagramm Punkte fest, die sich
bei weiterer Scherung nicht andern (ideale Grenzzustéinde); ihre Projektion
auf die p, g-Ebene ist eine Gerade.

State Boundary Surface (SBS): Die SBS bildet im D, ¢, e-Raum eine Grenz-
fliche zwischen der VCL und der CSL. Sie ist der geometrische Ort der
Spannungswege von undrainierten triaxialen Scherversuchen (normalkonso-
lidierte Proben).

Schwellkurve (hydrostatische Entlastungskurve): Die elastische Wand ist im
In(—p), ¢, e-Diagramm eine Fliche, normal zur In(—p), e-Ebene, durch die
Schwellkurve (vgl. Bild 8.2 bzw. 3.7). p stellt hierbei die mittlere Spannung
dar, wobei Druckspannungen negativ sind.

SCHOFIELD/ WROTH (1968) und ROSCOE/BURLAND (1968) leiten die Gleichun-
gen fiir die FlieSkurven - das sind Schnitte durch eine Fliche im Hauptspannungs-
raum — aus einer Energiebetrachtung ab. Hinzu kommt die Annahme, da8 nur die
volumetrischen Dehnungen elastische (reversible) Anteile enthalten. Bei dem ur-
spriinglichen Cam-Clay-Modell ergibt sich auf der p-Achse eine Unstetigkeitsstelle.
Ein modifizierter Ansatz fiir die Dissipationsarbeit fihrt auf das modified Cam-
Clay-Modell (ROSCOE/BURLAND, 1968). Die resultierende elliptische Fliefkurve
ist in Bild 3.3 dargestellt.
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q
e
CSL
€1
state boundary surface
vp = plastische
Anderung
1
Yp A  VCL
/—— < elastische Wand
1 A In(—p)

n(-p) /) ia(-p)
hydrostatische Entlastungskurve
(Schwellkurve)

Bild 3.2: Darstellung im In(—p), ¢, e-Raum
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4
unterkritischer CSL
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FlieBkurve
R | iiberkritische
Fliefkurve
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Bild 3.3: FlieBkurve des modified Cam-Clay-Modells

Bei den Cam-Clay-Modellen werden zwei Bereiche (vgl. Bild 3.3) unterschie-
den:

o subcritical region (unterkritischer Bereich); der elastische Bereich wird durch
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die sogenannte unterkritische FlieBkurve vom unterkritischen Bereich abge-
trennt. Plastisches Flieflen ist in diesem Bereich mit einer Volumenver-
kleinerung verbunden, wodurch bei einem wassergesittigten Boden Wasser
austritt.

o supercritical region (iiberkritischer Bereich); dieser Bereich wird durch die
iiberkritische FlieBkurve vom elastischen Bereich abgetrennt. Plastisches
Flieflen fithrt im {iberkritischen Bereich zu einer VolumenvergréBerung (Auf-
lockerung). Infolge der Volumenvergréflerung kann der Boden mehr Wasser
aufnehmen.

Im allgemeinen ist fiir normalkonsolidierte Béden die unterkritische Fliefkurve
mafigebend und fiir iberkonsolidierte die tiberkritische.
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3.2 Elasto-plastisches Zweiflichenmodell

Die bisher entwickelten Zweiflichenmodelle lassen sich mit Hilfe einer stetig dif-
ferenzierbaren Funktion formulieren, d.h. die FlieSflichen sind stetig und lassen
sich mit einer Funktion fir alle Spannungsbereiche darstellen (vgl. TOPOLNICKI
1987, KGNIG 1985, MRrGZ/PIETRUSZCZAK 1983). Von der Bedingung der ste-
tigen Differenzierbarkeit wird in dieser Arbeit abgegangen, jedoch soll die zu-
sammengesetzte FlieBfliche stetig sein und innerhalb der Teilbereiche auch stetig
differenzierbar.

Fiir die Beschreibung des Stoffmodells werden folgende Bezeichnungen zur Dar-
stellung eines Spannungstensors X (Zugspannung sind positiv, was auch fir p
gelten soll) verwendet:

hydrostatische Komponente: X p=3Xi

deviatorische Komponente: X

8= \/(Xi — 85 Xm)(Xij — 6 Xm)
In der p, ¢-Ebene gilt: g = \/-%-X *

Es gilt die Einsteinsche Summationskonvention. Das Stoffgesetz wird fiir das
Korngeriist formuliert. In der Bodenmechanik ist es fiblich, die effektiven Span-
nungen als gestrichene Grofien zu kennzeichnen (z.B. p' fiir die mittlere effektive
Hauptspannung). Im folgenden wird zwischen totalen und effektiven Spannungen
nicht unterschieden (u = 0). Es gilt daher z.B. fir die hydrostatische Spannung
|3

p=7p
Fin Punkt fiber einer Grofe bedeutet, da8 es sich um eine materielle Zeitableitung
handelt. Das in diesem Abschnitt entwickelte Stoffgesetz wird auf dem sogenanten
materiellen Bild entwickelt und anschlieBend, gemi8 dem in Abschnitt 2.3.2 (Stoff-
gesetzintegration der Green-N aghdi- Zeitableitung) beschriebenen Algorithmus, auf
das riumliche Bild transformiert. Um entsprechend Abschnitt 2.3.2 die Mittel-
punktsregel anwenden zu kénnen, miissen simtliche Zustandsvariablen auf die
Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ + At/2 bezogen sein. Sofern im folgenden keine
linken Indizes angegeben werden (vgl. Abschnitt 2.3.1), sind alle Grofen auf die-
ser Konfiguration als matecielles Bild definiert. Definitionsgemi miissen deshalb
alle ZustandsgroBen mit einer ~ versehen werden. Aus Griinden der Einfachheit
wird in diesem Abschnitt (Kapitel 3) auf die Kennzeichnung des materiellen Bildes
verzichtet. Es gilt also z.B.:
A= t+4AL X

Die Bezeichnung d.X;; bedeutet, da8 es sich um einen differentiellen Zuwachs einer
Grofle X;;, 2.B. der Spannungen, handelt.
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Im folgenden wird das auf der Mrézschen Basis weiterentwickelte Zweifliichen-

modell sowie die Aufbereitung fiir die Finite Elemente-Formulierung dargestellt.
Die uflere FlieBfliiche (GrenzflieBfliiche oder Konsolidationsfliche) setzt sich aus
drei Teilflichen zusammen: der Kappe, dem iiberkritischen Bereich und dem Zug-
bereich. Strenggenommen trifft die Bezeichnung Konsolidationsfliiche nur auf die
Cam-Clay-Kappe zu, es soll in dieser Arbeit aber trotzdem die gesamte duflere
Flieffliche darunter verstanden werden.
Im Inneren der Zuferen FlieBfliche existiert eine geometrisch shnliche zweite,
kleinere FlieBfliche, die den elastischen Bereich abgrenzt und die innerhalb der
grofien Fliche aufgrund einer kinematischen Verschiebunggsregel umherwandern
kann. Dies bedeutet, da8 sich der elastische Nukleus innerhalb der grofien Fliefi-
fliiche oder auch Erstbelastungsfiiche umherbewegt. Bewegt sich der Spannungs-
punkt auf die grofie Flieffliche zu, so wird die innere Fliche bis zum Beriithrpunkt
mit der Erstbelastungsfliche mitgefihrt. Fortan, solange die Erstbelastungsfliche
aktiv ist, weitet sich diese isotrop auf oder schrumpft, wihrend die Beriihrung
der inneren Fliche und auch das Proportionalititsverh#ltnis (vgl. Bild 3.9) erhal-
ten bleiben, so daf die innere Fliche bei Erstbelastung einer gekoppelt isotrop-
kinematischen Verfestigung unterworfen ist. Dieses Zweiflichenmodell ist in Bild
3.4 dargestellt. Die erforderlichen Gleichungen werden in den folgenden Abschnit-
ten ausfiihrlich erlautert.

Bild 3.4: Isotrop-kinematisches Zweiflichenmodell
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3.2.1 Flieibedingung

Die Gleichungen fiir die GrenzflieBfliche werden in dieser Arbeit wie folgt definiert:
F = (O'm et am)2+

(o™ (1 - co))/(AMx co)l* -

(1-c)pl =0
(om < am £0)
Fyi= om—+/3[0°/(Atany")]+
Floye) = { [(cope)/ tany*] - (Mg — tanypx) =0 (3.1)

(am < om <0)

F3:= (am - Cm)"l‘
2o /AP - (refra) - 2 - (/)] -

[cope (Mi — tangs))® =0

{om > 0)

In Bild 3.5 ist die sich aus einem Schnitt durch die FlieBftsiche (vgl. Bild 3.4),
der die Raumdiagonale (hydrostatische Achse) enthalt, ergebende FlieBkurve fiir
o = 0.5 und Mx = M(A = 1.0) = 1.0 dargestellt. Ebenso ist aus Bild 3.5 die
Form des plastischen Potentials ersichtlich, das im folgenden Abschnitt Fliefregel
erliutert wird. o stellt hierbei den in die p, g-Ebene projizierten aktuelien Span-
nungstensor dar.

Der Gegenspannungstensor (“Ortstensor”) a bzw. an. gibt die Translation bzw.
den Ort des GrenzflieSflichenzentrums (Definition) an. Die Tensoren 8 und ¢
folgen aus der Bedingung, daB der Zugbereich durch eine elliptische Kappe ab-
gegrenzt wird, die tangential an die FlieBflache bzw. Kurve anschlieBen soll (s.
Bild 3.5). Die Grdfe der Ellipsenhauptachse (in hydrostatischer Richtung) der
“Zugkappe” wird wie folgt festgelegt:

|Bm| + ¢m| = cx = cope (MK — tan ") (3.2)
Damit ergibt sich fiir die Gegenspannungstensoren:
o = 0iCoPe (3-3)
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Bild 3.5: GrenzflieBfliche F' und plastisches Potential P (hydrostatische Ebene)

ﬂl'j
Gij

Dabei ist p. die Konsolidationsspannung bei isotroper Kompression (vgl. Bild
3.5). ¢* stellt die Neigung der in die p,q-Ebene transformierten Grenzgerade
nach Mohr-Coulomb im Kompressionsfall (A = 1.0) dar. Die Parameter ¢y, Mx
und ¢* sind Stoffkonstanten (s. Abschnitt 3.4). ¢o legt den Kappenpunkt auf der
Critical State Line fest und My ist die Neigung der Critical State Line in der
P, g-Ebene (Kompressionsfall). Der Parameter A = A(6) enthalt die raumliche
Verallgemeinerung der Flieffliche. Er wird wie folgt festgelegt:

A== 40 (3.6)
TK

I

,
biice ico 2.(Mx — tan ") (3.4)

~Sscop. (M — tang") (1 - %) (35)

Die Bedeutungen von 6 und rg ergeben sich aus der Polardarstellung der Grenz-
flieBflache in der Deviatorebene (Zylinderkoordina,tensystem), wobei die Achse die
hydrostatische Achse ist. /30, gibt die Koordinate des Spannungspunktes der
Flieffléiche in Richtung der Achse an, r = o* ist der Polarradius und 4 der Po-
larwinkel. Der Parameter 4 stellt das Verhsltnis vom Radius der FlieBfliche bei
beliebigem Winkel 6 zum Radius rx bei 8§ = 60° (Kompression) und somit die
Form der Flieffliche in der deviatorischen Ebene (s. Bild 3.6 bzw. Abschnitt
3.2.4) dar. In Gleichung (3.1) mu8 fiir den Zugbereich der Faktor elre/rx) be-
kannt sein. Analog zu rk fiir den Kompressionsfall stellt rz den Radius im Exten-
sionsfall (s. Abschnitt 3.2.4) dar. Beide Radien miissen aus Messungen bestimamt
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g3

Bild 3.6: Zweiflichenmodell in der Deviatorebene

werden und sind deshalb in den Bereich der Materialparameter (vgl. Abschnitt
3.4) einzuordnen. ¢; muB dann so bestimmt werden, daB sich der elliptische Zug-
bereich bei 0, = 0 tangential anschlieft. Die Gleichung (Tangentenbedingung),
aus der ¢; bestimmt werden mu8, lautet daher:

e —N-c-Ce/rx)
ce-(re/rx)[2—c- (re/rx)]

tang 3.7

Die Konsolidationsspannung p., ebenso wie a, hiingt von der Verfestigungs-
funktion ab. Die volumetrische Verfestigungsbeziehung baut auf dem “Cam-Clay-
Critical-State” Konzept auf. Aus der Gleichung der Schwellkurve (vgl. z.B.
SCHAD 1979 bzw. Bild 3.7) ergibt sich fiir den “spannungsabhiingigen Kompres-
sionsmodul”:

K=-

l1+eo p
— Om (3.8)

Bei einer Konsolidationsspannung p. und der Ausgangsporenzahl eg = e, ergibt
sich der Tangentenmodul mit Gleichung (3.8) zu:
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hydrostatische Erstverdichtung
(Kompressiongkurve)

€ f-=---=- e=e;— Aln(om/om,1)

Entlastung (Schwellkurve)
e=e1— Aln(oma/0m1) — K1n(0m/0m3)

€3 r-—----- Te=——- 2

In(-0,.))

Bild 3.7: Konsolidationspfade bei isotroper Kompression

{ 3(1-2v)K = -3(1 + e0)(1 - 20) [om/K]  (om < 0)
(3.9)

0 (om > 0)

Hierbei stellt » die Querkontraktionszahl dar. Im Bereich von Zugspannungen gilt
fir den Tangentenmodul: E := 0. Bei einer hydrostatischen Erstverdichtung soll
sich — unabhiingig von ¢ — eine Gesamtvolumenverzerrung

de, = -(1—:5) (‘%‘:ﬂ) (3.10)

einstellen. Nach Abzug des elastischen Anteils ergibt sich der plastische Anteil zu:

A~k ([do,

Da die GrenzflieBfliche durch ihren Schnittpunkt mit der hydrostatischen Span-
nungsachse und die Stoffparameter eindeutig bestimmt ist, stellt der Achsenab-
schnitt p. ein Maf fiir die plastischen Volumendehnungen dar. In der FlieSbedin-
gung kann deshalb die plastische Volumendehnung durch die SpannungsgréBe p,
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AG) Mg =M k
1

A6y +180°) Mx =M

Bild 3.8: AuBere (F) und innere (f) FlieBfliche

ausgedriickt werden. Es folgt also:

F(”! 55) = F(V,Pc) (312)

Die Erstbelastungsfiiche schlieBt, wie bereits erwshnt, eine geometrisch &hnliche
zweite FlieRfliiche ein. Die Ahnlichkeit soll zu allen Zeitpunkten erhalten bleiben.
Erreicht ein Spannungspunkt die Erstbelastungsfiiiche, so soll sie sich in Abhéngig-
keit von der plastischen Volumendehnung affin aufweiten bzw. schrumpfen. Die
innere FlieBfiiche grenzt den elastischen Bereich ab. Wenn der Spannungspfad
unterhalb der Erstbelastungsfiiche F' = 0 die Fliche f = 0 (s. Bild 3.8) er-
reicht, kommt es zu plastischen Verzerrungen. Die innere FlieBflache folgt dem
Spannungspfad entsprechend einer kinematischen Verfestigungsregel. Es werden
somit auch bei Ent- und Wiederbelastungen plastische Verformungen hervorge-
rufen. Auf diese Weise wird eine verformungsabhéingige Anisotropie beschrieben.
Die innere Fliiche expandiert bzw. schrumpft mit der GrenzflieBfliche, wobei von
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der Annahme ausgegangen wird, da8 die geometrische Ahnlichkeit erhalten bleibt.
Die “Grifle” der inneren FlieBflsiche wird durch einen Proportionalititsfaktor R
festgelegt. Wenn I, der Betrag des Raumdiagonalenabschnitts, den die Erstbelas-
tungsfliche vom Punkt p, bis zum Punkt p, einschlieft, und I; der analoge Wert
fiir die innere Fliiche (vgl. Bild 3.9) ist, wird der Parameter R wie folgt definiert:

R= ;— (R<1) (3.13)
b

R soll eine Materialkonstante sein. Mit R gilt analog zu Gleichung (3.1) fiir die
innere Fliche:

fl = (Em —am)2+
27~ (1 - co))/(A Mk co))* -
(1 —co)p. R} =0

(7m S am S 0)

foi= Tn— 30 /(A tang)] +
f@a) = l(cope R)/ tan "] - (Mx — tangps) =0 (3.149)

(@ <Tm<0)

f3 = (Em - Zm)z'l'
/AP ot~ (refrk) -2 — ¢t (re/rx)] -

[op. (Mx —tang#)R]* =0

(Tm >0)

7,&, und ¢ sind die SpannungsgréBen (vgl. Bild 3.8 und Bild 3.5), die auf das
lokale Koordinatensystem zur Beschreibung der inneren Flieffliche bezogen sind.
Sein Ursprung liegt um den Gegenspannungstensor 17 von p = 0, ¢ = 0 verschoben.
Fir die Tensoren 7, &, B und ¢ gilt aufgrund der Ahnlichkeitsbedingung:

o= Ro, E=Ra,[_3=Rﬂ,z=RC (315)
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Bild 3.9: Definition des Proportionalitétsverhiltnisses R

3.2.2 Fliefiregel

Fiir die Formulierung der Fliefregel de, = de,(o) wird ein plastisches Potential
wie folgt angenommen:

n:= f@a) =h
(Om < Tm)
pri= Tm— 217 /(A tany*) +
97,8)= | (copo R)/ tany?] - (Mx —tangps) =0#f,  (316)

(Gm <Tm £ 0)

P3: f(@.a) =fs

| (@m >0)
po unterscheidet sich von f; durch den anderen Winkel ¢*, eine spiter noch

zu erlauternde Stoffkonstante. Mit py = fi und ps = f3 folgt eine assoziierte
FlieBregel fiir die Bereiche 1 und 3 und eine nicht assoziierte Fliefregel (ps # f2)
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fiir den Bereich 2. Mit dem Normaleneinheitsvektor n? der Fliefipotentialfiiche im
Spannungsraum, und einem die Grifie der plastischen Dehnungen bestimmenden
Proportionalititsfaktor dA lautet die FlieBregel:

de? = dAn? (3.17)

Die Unstetigkeitsstelle von n? an der Ubergangsstelle zur “Cam-Clay-Kappe” 158t
theoretisch an dieser Stelle einen ganzen Fécher von plastischen Dehnungsrichtun-
gen zu, wenn der Spannungspunkt genau auf der Knickstelle liegt. Trotzdem soll
nf an der Knickstelle eindeutig als Normale an den benachbarten Punkt auf dem
sich anschlieBenden elliptischen Bereich festgelegt werden. Dieser Sprung kann
theoretisch bei einem entsprechenden Randwertproblem zu Konvergenzschwierig-
keiten fiihren, wobei anzumerken ist, daf sich ein “echter Knick” von einer stark
ausgeprégten Ausrundung numerisch nicht unterscheidet. Da bei normalen Rand-
wertproblemen, die mit der Methode der finiten Elemente gelost werden, sich nur
wenige Spannungspunkte direkt auf den Knick zu bewegen, wird das Konvergenz-
problem durch einen Verschmierunggseffekt wesentlich entschiirft. Zudem sind die
heutigen Iterationstechniken sehr leistungsfihig, so daB in der Regel Konvergenz
erreicht werden kann,

Als Normalenvektoren der FlieBfliche bzw. des plastischen Potentials ergeben sich
damit:

@
)
W

5
S Yy

nf = =n' (3.18)
5|

-]

n = (3.19)

o
89(0)
L4

Da diese Normalenvektoren normiert sind, kann die Bestimmung der jeweiligen
Richtung im Ahnlichkeitspunkt, d.h. dem Spannungspunkt, fir den nf = nf
(vgl. Bild 3.8) gilt, sowohl an der Grenz- als auch an der inneren Flie8fisiche
durchgefithrt werden. In der nachfolgenden Formulierung des Verfestigungsgeset-
zes wird fiir das Potential nur der Einheitsnormalenvektor n? bendtigt, so daf} eine
Potentialdefinition G (analog zu g) fiir die GrenzflieBfiiche nicht erforderlich ist.
Aus Griinden der Anschaulichkeit ist in Bild 3.5 aber trotzdem das zu P2 analoge
plastische Potential P; (Ahnlichkeitsbedingung) eingezeichnet.
Wenn der Spannungspunkt die innere Fliiche f = 0 von innen erreicht, setzt plasti-
sches FlieBen gemif Gleichung (3.17) ein. Der plastische Volumendehnungsanteil
ergibt sich daraus zu:

def = 3def, = dA 3n, (3.20)

Die Bestimmung des Schnittpunktes mit der FlieSflache erfolgt geometrisch, d.h.
es mufl zuerst {iberpriift werden, in welchem Bereich (1, 2 oder 3) der Span-
nungspunkt liegt. Anschliefend wird der Schnittpunkt mit der im entsprechenden
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Bereich giltigen Gleichung fiir die FlieBfiiche bestimmt (vgl. Abschnitt 4.1.2).
Die Einheitnormalenvektoren n/ und n? ergeben sich dann als Ableitungen (s.
Gleichungen (3.18) und (3.19)) in diesem FlieBflichen- bzw. Potentialpunkt.

Das Erreichen der GrenzflieBflache fithrt zu einer im folgenden Abschnitt dar-
gelegten Anderung des Verfestigungsmoduls und damit in Verbindung mit der
Konsistenzbedingung zur Verinderung des plastischen Dehnungsanteiles.

3.2.3 Ver- bzw. Entfestigungsgesetze

Wenn der Spannungspunkt auf einer der beiden FlieBfliichen liegt, tritt plastisches
FlieBen und damit verbunden Verfestigung ein. Fir beide FlieSfléichen sind Verfe-
stigungsregeln sufzustellen, wobei wegen Gleichung (3.13) die Grdfe der inneren
FlieBfliche bereits durch Angabe der Vergroferung der GrenzflieBfliche festge-
legt wird. Letzteres wird durch die Anderung dp. des Achsenabschnittes p in
Abhingigkeit von de, beschrieben. Aus den Gleichungen (3.11) und (3.20) folgt:

(Q+en), , (1+ eq)
G=m %= P

Mit p. als Verfestigungsparameter (s. Gleichung (3.12)) lautet die Steigung hs der
Or-€2-Kurve nach ZIENKIEWICZ 1977 (vgl. auch Abschnitt 3.3):
oF 1
hy=——dpe o (3.22)
2. Tggl[an

Nach Einsetzen von Gleichung (3.21) in Gleichung (3.22) erhilt man die volume-
trische Ver- bzw. Entfestigungsbeziehung:

OF (1 +e0) pe3ng,

T o - [[Z|

dp. = —p. dA 3nd, (3.21)

h (3.23)

Diese Ver- bzw. Entfestigungsbeziehung soll auch im Gberkritischen und im Zug-
Bereich gelten. Liegt der Spannungspunkt im Bereich 1, der Cam-Clay-Kappe, so
ergibt sich fiir ks ein positiver Wert, und es tritt Verfestigung ein. Erreicht der
Spannungspunkt die FlieBfliche aber im Bereich 2 oder 3, so wird h, negativ, was
Entfestigung (Schrumpfen der FlieBflichen) bedeutet.

Bei aktiver #uferer GrenzflieBfiiche wird der Verfestigungsmodul A = hs, der
spiter in die Gleichung fiir die elasto-plastische Stoffmatrix (Gleichung (3.48))
eingeht, allein nach dieser Beziehung bestimmt. Liegt hingegen der Spannungs-
punkt unterhalb der duferen GrenzflieBfliiche, so bestimmt die Verfestigungsbe-
ziechung fiir die innere Fliche, die im folgenden erlautert wird, ausschliefllich das
Verfestigungsverhalten, d.h. es gilt: h = h; (i steht fiir die innere Fliche).

Der bereits durch die duiere GrenzflieBfliche bedingten Gréfensnderung der
inneren FlieBfliche wird eine kinematische Verfestigung, d.h. eine Verschiebung
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des FlieBflichenzentrums innerhalb der GrenzflieBfliche iiberlagert. Diese Verfe-
stigung wird wie folgt durch die relative Lage der inneren in der suBeren FlieBfiche
bestimmt. In Bild 3.8 sind die juBere und die innere FlieBfiche in der »,¢-Ebene
dargestellt. Der zu einem Punkt R; der inneren Flieffliche adjungierte Punkt
R, ist der Punkt der Grenzflieffliche, an dem im Spannungsraum die Normale
auf der Grenzflieffléiche zu derjenigen auf der inneren FlieBfliche im Punkt R; (s.
Bild 3.8) parallel ist. Wenn der Spannungspunkt die innere FlieSfliche erreicht —
beim Ubergang auf Inkremente kann der Spannungspunkt die FlieBfliche durch-
stoBen, so daB eine Korrektur erforderlich wird —, definiert man einen zugehtrigen
FlieBfiichenpunkt R; als den Punkt, in dem die Gerade ¥ = @ + &i(7 — @) mit
Richtungstensor (& — @) die innere FlieBfliche schneidet (vgl. Bild 3.10). Der
FlieBfléichenpunkt R; wird also durch Auflgsen der Gleichung

f@+&(F—-a),a) =0 (3.29)

nach §; bestimmt. Hierzu wird zuniichst die entsprechende p, g-Ebene (abhingig
vom Polarwinkel 8) bestimmt, in der anschlieBend die geometrische Schnittpunkt-
ermittlung durchgefithrt wird.

Der Vektor + verbindet den Fliefflichenpunkt R; auf der inneren FlieBfiiche mit
dem adjungierten Punkt R, auf der Erstbelastungsfifiche. Der Betrag o dieses
Verbindungsvektors gibt somit den Abstand vom aktuellen FlieBflichenpunkt R;
zum adjungierten Punkt R, auf der GrenzflieSfliche an:

e=|4ll (3.25)

Der maximal mégliche Abstand im Hauptspannungsraum ergibt sich auf der Raum-
diagonalen (vgl. Gleichung (3.13)) zu:

00 =V3(ly— Rl) (3.26)

Der Verfestigungsmodul & = h;, der fiir die elasto-plastische Stoffmatrix (s. Glei-
chung (3.48)) bengtigt wird, wenn der Spannungspunkt unterhalb der Erstbelas-
tungs- und auf der inneren FlieBfliiche Liegt, wird wie folgt festgelegt:

{ h + (hmaz — ) (/00)"  (hs > 0.0)
hi:={ hmas (0/00)" (hs < 0.0) (3.27)
hb (hmuz < hb)

Durch das Verhiltnis (¢/g0) wird ein stetiger Ubergang von einer Wiederbelastung
zur Erstbelastung ((¢/go) — 0) gewiihrleistet. Da sich auch negative Werte fiir
hs ergeben kinnen und unterhalb der Erstbelastungsfiiiche keine Entfestigung zu-
gelassen werden soll, ist die erste Zeile in Gleichung (3.27) zur Bestimmung von
hi nicht ausreichend. Der Verfestigungsmodul wird dann nach der zweiten Zeilé
bestimmt. Fiir den Fall, daB k., < h; ist, wiirde sich bei positivem h, mit Zeile
1 eine Anniherung an }, von unten her ergeben, was ebenfalls ausgeschlossen sein
soll. Der Parameter Ay, ist definiert durch:

hmns =aFE (328)
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Hierbei stellt a eine Stoffkonstante und E den Tangentenmodul nach Gleichung
(3.9) dar. Beim elliptischen Zweiflichenmodell von KONIG (1985) wurde der Fak-
tor (g/oo) ebenfalls mit einem Exponenten versehen. Mit diesem Stoffparameter
4 kénnen {iber- oder unterlineare Abhiingigkeiten des Verfestigungsmoduls k; vom
Abstandsverhsltnis (g/ o) beriicksichtigt werden, wodurch sich die Filligkeit von
Hystereseschleifen (vgl. Bild 3.19) steuern lafit.

Wenn sich der aktuelle Spannungspunkt unterhalb der Erstbelastungsfliche
befindet und die innere Fliche aktiv ist, erfolgt die Verschiebung der inneren
Fliiche vom FlieBflichenpunkt R; (F = #;) zum aktuellen Spannungspunkt &
(vgl. Bild 3.10) hin:

dn=(7-7) (3-29)
Da aufgrund der Ahnlichkeitsbedingung jetzt auch der adjungierte Punkt R,

AB) Mk =M 3 q=\/—§-a*
1
LN (]
]
= o
i )
P=0m
Pe L a B8 |,
A
(l—cﬂ)pc Co Pe

Bild 3.10: Verschiebung der inneren Flieffliche

geometrisch bestimmt ist, liegt der fir den Parameter h; (Verfestigungsmodul)
bendtigte Vektor 4 (vgl. Bild 3.8) ebenfalls fest.

Nihert sich der Spannungszustand, und mit ihm auch die innere Flieffliiche, der
GrenzflieBflsiche, so muB die Vertriiglichkeit bei der Berithrung der beiden Flichen
gewahrleistet werden (PREVOST 1978 bzw. WINSELMANN 1984). Um diese Be-
dingung zu erfilllen, wird vorab {iberpriift, ob der Spannungspunkt auf {oder
auBerhalb — beim Ubergang auf Inkremente —, so da8 wiederum eine Korrektur
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Bild 3.11: Vertriiglichkeit beim Beriihren der beiden FlieSflachen

erforderlich wird) der GrenzflieBflache Liegt. Ist dies der Fall, so wird der Ort des
zugehdrigen dueren Fliefflachenpunktes R, analog zu Gleichung (3.24) (vgl. Bild
3.11) ermittelt:

F(r,a)=0, (3.30)
r=atflo-a). (3:31)

Die Lage der inneren Fliche wird dann aus der Bedingung bestimmt, da8 sich
die beiden Flichen im Punkt R, beriihren sollen:

N=r.—R(r.—a)-@=r,—Rr, (3.32)

Fortan, solange die GrenzflieBfliche aktiv ist, werden die plastischen Verformun-
gen durch die Erstbelastungsfliche bestimmt. Die Berithrung bleibt im erreichten
Spannungspunkt erhalten. Durch die isotrope Verfestigungsbeziehung weiten sich
die GrenzflieBfliiche und die innere Fliche im gleichen Verhiltnis (R = const) auf.
Da die innere Fliche somit einer zusitzlichen kinematischen Verschiebung unter-
worfen ist, ergibt sich bei Erstbelastungen eine isotrop-kinematische Verfestigung.
Bei Ent- und Wiederbelastungen ergibt sich aber cine rein kinematische Verfesti-
gungsbezichung fiir die innere FlieBfliche, solange sie die GrenzflieBfische nicht
wieder beriihrt. Grundsétzlich ist im Ent- und Wiederbelastungsfall auch eine ge-
koppelte isotrop-kinematische Verfestigung méglich (WINSELMANN 1984, K&NIG
1985). Dies miifite aber mit einem wesentlich héheren numerischen Aufwand und
einer sehr viel komplexeren Verschiebungsregel bezahlt werden.

3.2.4 Darstellung in der Deviator-Ebene

Durch die Formulierung mit invarianten Spannungsgrofien ohne 3. Invariante er-
geben sich Fliefflichen im Hauptspannungsraum, deren Spuren in der Deviatore-
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a3

Mohr-Coulomb

Drucker-Prager

Kompressions-
bereich

Extensionsbereich

Ebene Dehnung

Bild 3.12: Die Spannungswege des Triaxialversuchs

bene Kreise darstellen. Verschiedene Autoren (so z.B. auch SCHAD (1979) und
KONIG 1985) haben aufgezeigt, daf rotationssymmetrische Grenzzustinde nach
Drucker und Prager fiir Boden unrealistisch sind. Versuche haben gezeigt, da8
das im Kompressionsfall recht zutreffende Coulombsche Kriterium im ebenen und
im Extensionsfall (s. Bild 3.12) unterschiedliche Reibungswinkel ergibt (Scrap
1979). Dieses Phinomen entspricht der in der Bodenmechanik seit langem bekann-
ten Tatsache (s. Bild 2.15 bei SMOLTCZYK, 1967), da8 sich in ebenen Versuchen
hohere Reibungswinkel ergeben als in triaxialen Kompressionsversuchen. Ziel vie-
ler Autoren war deshalb die Entwicklung einer riumlichen Flieffliichenform, die
den Beobachtungen von Versuchen niher kommt. Stellvertretend fiir viele andere
Autoren seien an dieser Stelle z.B. GUDERUS (1973), STUTZ (1972) und SCHAD!
genannt.

In Bild 3.13 sind diese Kriterien fiir einen Reibungswinkel (8. Abschnitt 3.4) von
@' = 20° angegeben. Fiir A = A(6) (vgl. Gleichung (3.6)) ergeben sich nach
Umformung der FlieBbedingungen (Entkopplung vom Offnungswinkel) folgende
Gleichungen:

1Laufende Arbeit am Institut fiir Geotechnik, Stuttgart
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Gudehus:

. \J [2 - (c2/ V) - cos(36)] (5.33

[1 +(e2of \/6)]

Der Parameter c; erlaubt die Beriicksichtigung verschiedener deviatorischer
FlieBlichen. Fiir ¢; = 0 ergibt sich eine kreisférmige Form. Der Parameter
cz ist allerdings nicht véllig frei withlbar, da ab einem bestimmten Wert von
¢z sich konkave Einbuchtungen ergeben. In der Deviatorebene ist: jeweils
eine Hohenlinie des FlieBpotentials mit der FlieBbedingung nach dem hier
entwickelten Modell identisch. Das bedeutet, da8 die Einbuchtungen gegen
die Druckersche Forderung nach konvexen Hohenlinien des FlieBpotentials
verstofien. Eine strenge Konvexitétsforderung fihrt auf die Bedingung (s.
KONIG 1985):
V6

e < g =0445 (3.34)
Stutz: -
[1+(B/VE)|

= = 3.35

[1 - (B/v/E) - cos(36)] @39
Mit den Parametern B und m kdnnen sehr unterschiedliche deviatorische
Kurvenformen beschrieben werden. Die Parameterbestimmung ist aber auf-
wendiger als bei Gudehus, da sie nicht mehr allein mit Kompressions- und
Extensionsversuchen durchgefithrt werden kann.

Schad:
A=A, cn,0p) (3.36)

Die von SCHAD! fiir die deviatorische FlieBkurvenform entwickelten Glei-
chungen bestehen aus Funktionen 2. Grades (Kegelschnitte):

k(0) = 812 + a2z + asy® + a4z + a5y + a6 = 0 (3.37)

Die sich in der deviatorischen Ebene ergebende FlieBflichenform setzt sich
aus Teilkurven so zusammen, da8 auch in den 1. Ableitungen die Stetigkeit
erhalten bleibt. Die Variablen z und y in Gleichung (3.37) stellen die durch
die Transformation vom o*, §-Polarkoordinatensystem (Deviatorebene) er-
haltenen Komponenten in einem kartesischen z,y-Koordinatensystem (De-
viatorebene) dar. Durch das Verhsltnis rg/rk, das durch den Parameter
¢ gesteuert wird, und den Parameter c,, der fiir die Fiilligkeit im Bereich
der ebenen Dehnung verantwortlich ist, liegt die FlieBftichenform in der
Deviatorebene fest. Die Parameter g; (i = 1,...,6) sind also durch die For-
derung nach der stetigen Differenzierbarkeit sowie durch die Parameter ¢,
und ¢, festgelegt. Da diese Gleichungen Teil einer laufenden Arbeit sind,
wird an dieser Stelle auf die mathematische Ableitung zur Bestimmung der

Laufende Arbeit am Institut fiir Geotechnik, Stuttgart
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o3
Mohr-Coulomb

Drucker-Prager

Schad
(cx = 0.0, ¢, = 1.0)

Gudehus (¢; = 0.44)

a2

a1

Bild 3.13: Verschiedene FlieBkriterien in der Deviatorebene (o' = 20°)

Parameter a; verzichtet. Mit den beiden Parametern ¢, und ¢, 1a8t sich
die FlieBkurve in der Deviatorebene gut an Versuchskurven anpassen. Der
Aufbau der Gleichungen ist so, dafi die Deviatorkurve bei entsprechender
Parameterwah! sowohl zum Mohr-Coulombschen Kriterium als auch zum
Kreis (Drucker-Prager bzw. v. Mises), vgl. Abschnitt 3.4, entarten kann.

Fir diese Arbeit wurden zwei unterschiedliche FlieBkurven in der Deviatorebene
formelmaBig aufbereitet und programmtechnisch implementiert — einerseits das
Kriterium von Gudehus und andererseits die Schadsche Deviatorform. Die Nach-
rechnung eines triaxialen Mehrstufenversuches mit dem Schadschen und mit dem
Gudehusschen Kriterium ergab fiir ein festes ¢, sowie fiir ein festes Wertepaar cy
und ¢, praktisch identische Ergebnisse. Eine genaue Parameterstudie wird von
SCHAD durchgefithrt und soll nicht Gegenstand dieser Arbeit sein.

Der Parameter ¢c; bei Gudehus 138t sich direkt aus dem Verhsltnis rx/rg
der Radien im Extensions- und im Kompressionsbereich (vgl. Bild 3.12) bestim-
men. Wegen der sich fiir rx/rg > 1.2 im Extensionsbereich ergebenden konkaven
Form ist das Gudehussche Kriterium fiir Béden mit grofien Reibungswinkeln nur
bedingt geeignet. Aufgrund der einfachen Parameterbestimmung, der Ubersicht-
lichkeit der Formulierung und der Anpassungsfshigkeit des Ansatzes ist die rium-
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liche Verallgemeinerung von Gudehus fiir gering vorbelastete Tone mit kleinen bis
mittleren Reibungswinkeln (s. KONIG 1985) sehr gut geeignet.

Die Schadsche Deviatorkurve weist aufgrund ihrer Formulierung fiir beliebige Pa-
rameter ¢, und ¢, - und somit fiir beliebige Reibungswinkel (rx/rg > 1.2) -
keine konkaven Bereiche auf. Sie hat dafiir aber den Nachteil einer komplizier-
teren Parameterbestimmung und erfordert auBerdem einen griofieren numerischen
Aufwand.

Wie in der p, ¢-Ebene muf} natiirlich auch in der Deviatorebene, um ein iiber-
schneidungsfreies Berithren zu gewihrleisten, die Ahnlichkeitsbedingung (s. Bild
3.6) erfiillt sein. Da 4 = A(#) (5. Gleichung (3.6)) gilt, stellen die im Abschnitt
3.2 dargestellten Gleichungen Schnitte durch die riumliche Flieffiiche dar und
besitzen auch in der Deviatorebene Giiltigkeit. Dies bedeutet fiir die Ableitun-
gen, daB @ bei Verwendung der Kettenregel ebenfalls auftritt. Es gilt dann z.B.
fiir die Ableitung der Fliefflache nach den Spannungen:

OF O8F8p A 8F 8q A OF 00

% — opde T Bgoe T 9890 (3.38)
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3.3 Elasto-plastische Stoffmatrix

Die Grundlagen und Voraussetzungen der klassischen Plastizitétstheorie sind z.B.
bei ZIENKIEWICZ (1977) ausfiihrlich dargestellt. Eine Ubersicht iiber Stoffgesetze
in der Bodenmechanik ist bei GUDEHUS (1980) angegeben. Etwas weniger umfas-
send, aber dafiir ausfiihrlicher und eher numerisch orientiert sind im Hinblick auf
bodenmechanische Stoffgesetze z.B. die Arbeiten von KOLYMBAS (1978), SCRAD
(1979) oder WINSELMANN (1984) zu nennen. Die zuniichst stoffunabhingige nu-
merische Aufbereitung fiir die Methode der Finiten Elemente ist z.B. bei BATHE
(1986) sehr ausfithrlich dargestellt. Auf eine Wiederholung dieser Grundlagen
wird deshalb verzichtet. Jedoch werden kurz die fiir das Verstandnis erforderlichen
Gleichungen im Hinblick auf die in den vorangegangenen Abschnitten abgeleiteten
Formeln dargestellt. Die Darstellung erfolgt in Matrizenschreibweise.

Neben den Elastizititskonstanten miissen bei einer elasto-plastischen Berech-
nung noch die FlieBbedingung (Flieffliche) und die Fliefiregel (vgl. Abschnitte
3.2.1 bzw. 3.2.2) bekannt sein. Bei Materialien mit Ver- bzw. Entfestigung ist
zusiitzlich ein Verfestigungsgesetz (s. Abschnitt 3.2.3) notwendig. Eine grundsétz-
liche Annahme der Plastizititstheorie ist die additive Zusammensetzbarkeit der
Verzerrungen aus plastischen und elastischen Anteilen.

de = de® + de” (3.39)
Fiir den elastischen Anteil ergibt sich mit der Elastizititsmatrix C:
do = Cde® (3.40)

Fiigt man Gleichung (3.17) und (3.40) zusammen, §0 ergibt sich die elasto-plasti-
sche Beziehung:
de = C'do +dAn? (3.41)

Aus der Konsistenzbedingung, da8 némlich die FlieBbedingung wiihrend des ge-
samten FlieSvorgangs erfiillt sein muB, folgt:

f+df=0 (3.42)
Mit f = 0 liefert die Konsistenzbedingung:
oo (2 a0 (2)
or=0= (%) ao (%) x o)

Hierbei ist x ein in die FlieSbedingung eingehender Verfestigungsparameter. Fiir
den Verfestigungsmodul k folgt, sofern nur ein Verfestigungsparameter mafigebend

ist:
af 1
h=-2-d 344
3 x“—"—%_ Ty (3.44)
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Mit Gleichung (3.18) lautet die Konsistenzbedingung;
(n)Tdo—hdA =0 (3.45)

Die Gleichungen (3.41) und (3.45) ergeben in Matrizenform ein Gleichungssystem,
das fiir elasto-plastische Vorginge einen Zusammenhang zwischen Spannungen
und Verzerrungen angibt. An die Stelle der elastischen Spannungs-Verzerrungs-
beziehung (Gleichung (3.40)) tritt nun:

de C! w]f do
{5 =[G 2){&) 049
Durch Elimination von dA 18t sich diese Beziehung (s. ZIENKIEWICZ (1977)) so
umformen, daB der fiir Finite Elemente-Berechnungen auf Elementebene formu-
lierte Proportionalitétsfaktor dA im Gleichungssystem nicht mehr auftritt. Die

Beziehung lautet:
do = C*%de (3.47)

Fiir die Inversion der im Rang 1 modifizierten Matrizen gilt die Sherman-Morrison-
Formel, mit der sich die elasto-plastische Matrix C® ergibt:

Cni(nf)TC

P — _— 4
G = C - (a7 Cris

(3.48)
Wie zu Beginn dieses Kapitels bereits erwihnt, sind alle hier aufgefiihrten Zu-
standsvariablen materielle, d.h. ~-Groflen.

Bei Vielflichenmodellen, bei denen mehrere Flieflichen gleichzeitig aktiv sind,

kann die Elimination der entsprechenden Proportionalititsfaktoren dA, ,,.. , nicht
mehr wie bei ZIENKIEWICZ (1977) durchgefithrt werden. Die plastischen Kom-
ponenten der Verformungen setzen sich dann aus mehreren Anteilen zusammen.
Die Beschreibung eines Algorithmus’ zur Elimination dieser Faktoren ist z.B. bei
WINSELMANN (1984) ausfiihrlich beschrieben.
Bei dem in dieser Arbeit eingefiihrten Zweiflichenmodell ist ein solches Vorgehen
nicht notwendig. Das entwickelte Modell enthilt zwar zwei Fliefflichen, aber nur
jeweils eine Fléiche soll die Verfestigung angeben. Fiir einen Spannungspunkt er-
gibt sich fiir den Proportionalititsfaktor deshalb immer nur ein einziger Wert. Fiir
den Verfestigungsmodul £ gilt deshalb in dieser Arbeit: & = hy oder h = h;, d.h.
es ist immer nur eine Flieffliche fiir das Ver(Ent-)festigungsverhalten mafigebend.
Die eliminierten Proportionalitétsfaktoren kénnen aus den Gesamtverzerrungszu-
wiichsen bestimm¢ werden:

dA = (n”)T Cde
T h+@)TCne
Bei der numerischen Integration des Stoffgesetzes iiber ein Inkrement A¢ stellt

Gleichung (3.48) nicht automatisch, abhingig von der Integration, eine echte (kon-
sistente) Tangente (vgl. MATZENMILLER, 1988) dar.

(3.49)
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Aus Gleichung (3.48) 148t sich auch erkennen, dafl die elasto-plastische Matrix
nur dann symmetrisch ist, wenn das plastische Potential und die FlieBbedingung
identisch sind, d.h. wenn n/ = n? gilt. Eine nichtassoziierte Fliefregel (n/ # n9),
wie sie in dieser Arbeit verwendet wird, fithrt somit auf eine unsymmetrische
Stoffmatrix (Tensor).

Insgesamt ergeben sich fiir Be-, Ent- und Wiederbelastung folgende Definitio-
nen:

Bei aktiver Erstbelastungsfliche (F =0, f =0, h = Ry):

aktive Belastung F+dF =0, nf <0, nd <0, h>0

(Verfestigung)
neutrale Belastung F+dF =0, nf, =0, ng, =0, h=0
passive Belastung F+dF =0, nf, >0, n{, >0 k<0
(Entfestigung)

Bei ausschliefilich aktiver innerer Fliache (F <0, f =0, h = k;):

Belastung: f4+df=0, nf #0, ng, #£0, h>0
Entlastung,
elastische Wiederbelastung: f <0, dA=0
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3.4 Parameterbestimmung

Bei der Formulierung des Stoffgesetzes wurde Wert darauf gelegt, daB die erforder-
lichen Stoffparameter méglichst eine in der Bodenmechanik vertraute Bedeutung
haben. Auf diese Weise wird die Bestimmung dieser Grofen aus Experimenten
wesentlich erleichtert.

3.4.1 Ermittlung der Stoffkonstanten

Die erforderlichen Grgfien lassen sich in vier Gruppen einteilen:

Allgemeine KenngriBen:

eo = Ausgangsporenzahl

¥’ = Winkel der inneren Reibung

% = Dilatanzwinkel

v = Querkontraktionszahl
(Elastizititstheorie)

Erweiterte “Mohr-Coulombsche Parameter”:
Bei Verwendung des Gudehusschen Kriteriums:

¢z = bestimmende Groéfe fir die Form
der Deviatorebene

Bei Verwendung des Schadschen Kriteriums:

Ch
Cp

Hexagon-Form (hezagon form)
Fiilligkeitsparameter (plumpness)

“Cam-Clay-Parameter”:

¢g = Parameter zur Festlegung der Kappe
Mg = Steigung der Critical-State-Line im
P, ¢-Diagramm (Kompressionsfall)
A = Kompressionsbeiwert
& = Schwellbeiwert
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Neue Parameter:

R = Proportionalititsfaktor (innere/4uflere Fliche)
Faktor zur Bestimmung des Verfestigungs-
moduls A;

a

i = Exponent zur Bestimmung des Verfestigungs-
moduls A;

Die Definition der Porenzahl ist:
7
V;

e= (3.50)
Hierbei ist V' das Gesamtvolumen des Bodenelements und V; das Volumen der
festen Bestandteile, so daf sich fiir V-V das Porenvolumen ergibt. eg ist somit die
Porenzahl des Ausgangszustandes, die entsprechend Gleichung (3.50) bestimmt
wird.

Der Winkel der inneren Reibung ¢’ wird aus in der Bodenmechanik iibli-
chen Triaxialversuchen bestimmt. Der Reibungswinkel ¢’ legt die FlieBkurve im
{iberkritischen oder “trockenen” Bereich fest. Der Neigungswinkel ¢* im p,g-
Diagramm (Kompressionsfall) ergibt sich aus ¢’ {iber

. 6sin ¢’

t. = —— .
ane 3 —siny’ (3:51)

Der Dilatanzwinkel, der das plastische Potential im Bereich 2 (vgl. Bild 3.5)
festlegt, wird so gew#hlt, daBl

1 = 0 volumenkonstantem Flieflen entspricht und
% = ¢’ einer assoziierten FlieBregel gleichkommt.

Um einen zutreffenden Wert fiir den Dilatanzwinkel zu erhalten, ist es zweckmaBig,
Versuche auszuwerten, bei denen rein deviatorische Spannungszustinde aufge-
bracht und die Volumendehnungen gemessen werden. Die Bedingung muf} sein,
daB die mittlere effektive Normalspannung o, konstant ist und die Probe da-
bei vollkommen drainiert wird (s. BUCHMAIER 1985). Die Durchfiihrung sol-
cher Versuche ist bei bindigen Béden jedoch schwierig und zeitraubend, und
zwar um so mehr, je geringer die Durchisissigkeit des Bodens ist. Hiufig aber
geniigt, bei Problemen mit geringen volumetrischen Verformungsbeschrinkungen
durch kinematische Randbedingungen, eine grobe Schitzung des Dilatanzwinkels
(¥ =059 = ¢'/2;9 = ¢), vgl. SCHAD (1979), wobei fiir bindige Boden ¢ = 0
ein hiiufig benutzter Wert ist.

Analog zu ¢* stellt ¥* den gemiB Gleichung (3.51) in die p, ¢-Ebene transformier-
ten Neigungswinkel dar.
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Die Form der FlieBkurve in der Deviatorebene ist unabhingig von der Off-
nungsweite des Grenzkegels. Das Verhiltnis der Radien im Kompressions- und im
Extensionsbereich wird iiber den Gudehusschen Parameter c; Versuchsergeb-
nissen angepafit. Die Bestimmungsgleichung fiir ¢, ist z.B. bei KONIG (1985) wie
folgt angegeben:

(re/re) —1
co= VvBELEL — o 3.52
? (re/re) +1 (3:52)
Der Wertebereich dieses Parameters liegt zwischen (vgl. KONIG 1985 bzw. Glei-
chung (3.34)):
0<e< g = 0.445
¢z = 0 bedeutet hierbei eine kreisformige Deviatorkurve und ¢, = 0.445 ist der
Grenzwert, bis zu dem die deviatorische Form keinerlei konkave Einbuchtungen
aufweist. Die Bestimmung von rx und 5 und somit von ¢, erfolgt durch triaxiale
Kompressions- und Extensionsversuche. Fiir B6den kommt man mit einem festen
Wert fiir ¢; (2.B. ¢; = 0.4) in vielen Fillen ebenfalls zu einem brauchbaren Er-
gebnis, so dal ¢; in diesem Fall aus der Reihe der zu bestimmenden Parameter
ausscheiden wiirde.

Die Parameter ¢, und ¢; sind bei Verwendung der Schadschen Kurvenform
anstelle des obigen Parameters c; erforderlich. ¢, bestimmt hierbei die hexagonale
Form und kann ebenfalls aus Kompressions- und Extensionsversuchen bestimmt
werden. Der Parameter ¢, mufl aus dem Vergleich von triaxialen und ebenen
Scherversuchen (s. Bild 3.12) ermittelt werden (vgl. auch GUDEHUS 1973;). Mit
diesem Parameter 148t sich die FlieBkurvenform optimal an Versuchsergebnisse
anpassen (SCHAD!). Der Wertebereich fiir ¢ und fiir ¢, liegt zwischen:

-1.0< e <10, (3.53)
0< ¢ <10. (3.54)

Die Grenzwerte fiir diese beiden Parameter bedeuten:

e = 10 : rg =rg (gleichseitiges Sechseck)
e = 0 : rx und rg nach Mohr-Coulomb
¢, = —1.0 :  dreiecksfsrmige Deviatorebene
¢ = 10 :  hochste Fiilligkeit, mit
¢, = 1.0 — Kreisform
G = 0 :  Sechseck, mit ¢, = 0 — Mohr-Coulomb

Die Neigung der Critical-State-Line kann durch traxiale Versuche an nor-
malkonsolidierien Proben ermittelt werden. Bei normalkonsolidierten Proben ist
der Reibungswinkel pf;g (CS = Critical-State) nach der Cam-Clay-Theorie mit ¢’
identisch (¢’ = 0, vgl. Bild 3.14). Durch Umrechnung in die p, g-Ebene 158t sich

Laufende Arbeit am Institut fiir Geotechnik, Stuttgart
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—0Oii

{

Bild 3.14: FlieBkriterium nach Mohr-Coulomb

—Pc

die Neigung M; (Kompressionsfall) errechnen:

6sinppg

My, =—
* T T 3 singhg

(3.55)
Handelt es sich bei dem mittels einer Finite Elemente-Berechnung zu untersuchen-
den Material um einen {iberkonsolidierten Boden (¢’ # 0), so ergibt sich der in
Bild 3.14 (vgl. z.B. ZIENKIEWICZ/NAYLOR 1971,) dargestellte Zusammenhang,

Der Kompressionsbeiwert ) und der Schwellbeiwert x konnen aus dem
linearisierten e, In(—0,,)-Diagramm (s. Bild 3.7) entnommen werden. Es gelten
die zwei folgenden Beziehungen (s. z.B. KONIG (1985) oder SCHAD (1979)):

— fiir hydrostatische Erstverdichtung:

de
= 56
* =~ dln(—om] (356)
— bei Entlastung von einem Referenzzustand om ., €- ergibt sich fiir ein Inkrement
Ae:
Ae = —kln (:"' ) (3.57)

TOPOLNICKI (1987) hat in Versuchen an einem gestorten Ton (“Karlsruhe clay”)
gezeigt, dafl der Kompressionsbeiwert, definiert als

_dfin(1 +e)]
din(—om)]

iiber groBere Bereiche von o, konstant ist als der nach Gleichung (3.56) definierte
Parameter. Eine Verbesserung in diesem Sinne fiir den implementierten Algo-
rithmus wurde in dieser Arbeit nicht durchgefiihrt. Zum einen deshalb, weil die
Versuchswerte auch einer gewissen Streuung unterliegen und zum anderen, weil

Ar = (3.58)
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sich bei der Nachrechnung von Versuchen aus dieser Arbeit (TOPOLNICKI 1987)
mit einem mittleren Wert fiir A nach Gleichung (3.56) eine ghnlich akzeptable
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment wie bei TOPOLNICKI ergab.
Trotzdem lohnt es sich, diese unterschiedliche Definition des Kompressionsbeiwer-
tes (bei TOPOLNICKL: Kriterium M5) im Auge zu behalten und gegebenenfalls die
Formulierung des Stoffgesetzes entsprechend anzupassen.

Die Querkontraktionszahl v liegt fiir die meisten bindigen Béden in einem

Bereich zwischen 0.1 < v < 0.3 (vgl. SCHAD 1979). Wenn z.B. Triaxialversuche
mit sehr kleinen Entlastungen (elastischer Bereich) ausgewertet werden, 1a8t sich
v entsprechend den Elastizititsgleichungen niher bestimmen.
SCHAD (1979) fiihrt die bei manchen Autoren angegebenen hoheren Werte fiir die
Querkontraktionszahl - fiir Sand v ~ 0.3 und fiir bindige Béden v ~ 0.4 — darauf
zuriick, dafl plastische Verzerrungen als elastische interpretiert werden, also der
Boden als isotropes linear-elastisches Material betrachtet wird. In Experimenten
(drainierte triaxiale Scherversuche) wurde festgestellt, daf die Querdehnungszahl
vom momentanen Spannungszustand und der Konsolidationsspannung praktisch
unabhéingig ist WROTH (1971). Dort wurde aufgrund der Unterscheidung zwi-
schen elastischen und plastischen Verzerrungen eine Querkontraktionszahl von
0.12 angegeben und darauf hingewiesen, da8 verschiedene Autoren auch bei an-
deren Tonen eine Querdehnungszahl von =~ 0.15 ermittelt haben.

¢ =125°| ¥ =7.0° | My =1.05

=04 |¢, =073 |rg/rx = 0.83

Bild 3.15: Effektiver Spannungspfad eines triaxialen CU-Versuches
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Der Parameter cp kann durch undrainierte triaxiale Kompressionsversuche
bestimmt werden, wobei ein Fliefen auf der Kappe stattfinden mufl (normalkon-
solidierte Probe). In Bild 3.15 ist die Aufweitung der FlieBfliche in der hydrosta-
tischen Ebene beispielhaft dargestellt. Wenn man in Gleichung (3.1) die in Bild
3.7 dargestellten Zusammenhiinge fiir die Verfestigungsbeziehung der Cam-Clay-
Modelle einsetzt, ergibt sich fiir die ellipsenformige Kappe (vgl. SCHAD (1979))
in der p, ¢-Ebene:

-5 a2 (T o

Diese Gleichung kann fiir verschiedene cy-Werte ausgewertet und an Versuchs-
kurven angepaft werden. In Bild 3.16 ist eine Parameterbestimmung fiir ¢y am
Konstanzer Seeton (THAMM 1974, S. 62) dargestellt. Fir die in Bild 3.16 darge-

a/p.
1.0
Mg =1.1243 06
IC/A =04 €o = U CS-Line
0.8 o = 0.5
0.6 =04 .
- ¢ =0.3 LY
0.4} 1 4
- Mg
0.2}
-/ ® Versuchsergebnisse THAMM o ,, /e
1 1 1 | | | | 1 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Bild 3.16: Vergleich des Stoffmodells mit Versuchsergebnissen von THAMM (1974)

stellten Kurven gilt fiir die Porenzahl: de = de® + de? = const und nicht de? =
const, so dafl sich am Schnittpunkt mit der CS-Line keine horizontale Tangente
ergibt. Durch den erreichten Spannungspunkt auf der CSL wird bei bekanntem
My die Lage der Kappe durch den Parameter cp festgelegt. Fir erstbelastete
Baden 148t sich der Bereich fiir ¢p in der Regel eingrenzen (vgl. Bild 3.16):

02< 6 <06 (3.60)
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€0 (%)
O s
a =20 C2 =0.44
=9+
4L B =10 |¢ =13
—6
_8 =
Sl I — R=0.167
=12+ TN TN s R=1.0
s p (kN/m?)
~16 ! 1 1 3 | N
0 -100 —200 —300 —400 —500

Bild 3.17: Einflul des Parameters R bei hydrostatischer Be- und Entlastung im
Kompressionsversuch

Die Grofle der inneren FlieBfliche wird durch den Proportionalititsfaktor
R, der eine Materialkonstante darstellt, festgelegt. Damit kann zu jedem Zeit-
punkt die GréBe der inneren FlieBflsiche aus der Grofle der Erstbelastungsfisiche be-
stimmt werden. Das Proportionalititsverhsltnis kann aus einem hydrostatischen
Kompressionsversuch mit Ent- und Wiederbelastungsschleifen ermittelt werden.
Die meisten Béden zeigen nur bei sehr kleinen Lastwechseln rein elastisches Ver-
halten, so dafl ein obere Schranke fiir R sinnvoll erscheint. Fiir B = 0 entartet die
innere Fliche, d.h. der elastische Kern, zu einem Punkt. Fir viele Biden liegt
deshalb der Wertebereich fiir R zwischen:

01<R= :- <05 (3.61)
b
Die sich ergebenden unterschiedlichen Spannungs-Verformungspfade fir R =
0.167 und R = 1.0 bei hydrostatischer Be- und Entlastung sind in Bild 3.17
dargestellt.

Die Parameter a und 4 bestimmen die Interpolationsregel fir die kinemati-
sche Verfestigung, s. Gleichung (3.27) bzw. (3.28). In Abhiingigkeit von der Lage
der inneren FlieBfliiche werden, sofern diese aktiv ist, der Verfestigungsmodul h;
und damit die Gréfe der plastischen Verformungen bestimmt. Bei grofem Ab-
stand von der GrenzflieBfliche (o/go — 1) liegt der Verfestigungsmodul 5; sehr
nahe bei dem Maximalwert Amqe: = aE, Gleichung (3.28). Wenn a und somit auch
oz baw. h; sehr grof sind, ergeben sich zuniichst sehr kleine plastische Verfor-
mungsanteile, d.h. das elasto-plastische Material ist sehr steif.- Wenn die innere
Fliche dem adjungierten Punkt auf der Grenzfliche niherriickt, sindert sich dieser
Sachverhalt (¢ — 0) und %; strebt gegen h,. In Gleichung (3.28) stellt E den “ela-
stischen” Tangentenmodul dar. Der Parameter a kann z.B. durch rechnerisches
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Nachvollziehen eines triaxialen Kompressionsversuchs mit Be- und Entlastungszy-
klen so bestimmt werden, daB die plastischen Verformungen zutreffend beschrieben
werden. In Bild 3.18 ist ein rechnerisch simulierter Kompressionsversuch mit Be-

&v (%)
0 i '

~4 F R =0.167
-6}
-8}
-0 a=20
12+ a=10
14t p (kN/m?)
—16 L L 1 1 o -

0 —100 —200 —300 —400 -500

Bild 3.18: Rechnerisch simulierter Kompressionsversuch zur Bestimmung des Pa-
rameters a

und Entlastungszyklen, wie er zur Bestimmung von a durchgefiihrt werden miifite,
dargestellt. In Vergleichsrechnungen hat sich gezeigt, da8 sich der Parameter a
fiir die meisten Boden zwischen

1<a<20 (3.62)

bewegt. In diesem Bereich ist ein mehr oder weniger “sanfter” Ubergang vom
elastischen zum plastischen Verhalten gewihrleistet.

In Bild 3.19 ist ein rechnerische simulierter Kompressionsversuch mit unter-
schiedlichen u-Werten dargestellt. Wie aus Bild 3.19 zu erkennen ist, bestimmt
dieser Parameter die plastisch dilatanten bzw. kontraktanten Verformungen bei
Ent- und Wiederbelastungen und ist somit fiir die Fiilligkeit der Hystereseschleifen
verantwortlich. Er muB, ebenso wie a, aus einem triaxialen Kompressionsversuch
mit Be- und Entlastungsschleifen bestimmt werden. Da der Einflufl dieses Parame-
ters auf die Traglast nicht ausschlaggebend ist, kann dieser Parameter, wenn man
bei praktischen Anwendungen zur Vereinfachung auf eine Bestimmung verzichten
will, durch die Wah! von x = 1.0 ausgeschaltet werden.

Die Sensibilitit bei den einzelnen Parametern ist problem- oder versuchsab-
hiingig, was selbstverstéindlich nicht nur fiir die neuen Parameter gilt. Veréndert
man z.B. den Parameter ¢g (vgl. Bild 3.16), so ergibt sich bei gleicher Konsoli-
dationsspannung p, fiir hydrostatische und fiir deviatorische Spannungspfade eine
sehr unterschiedliche Sensibilitiit gegeniiber ¢p. Dies heifit aber nicht, da die
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Bild 3.19: Rechnerisch simulierter Kompressionsversuch zur Bestimmung des Pa-
rameters yu

Parameter unterschiedliche Werte bei verschiedenen Randwertproblemen anneh-
men, sondern lediglich, daf§ zur Bestimmung der einzelnen Parameter geeignete
Versuche herangezogen werden miissen. Fiir die nicht neu eingefithrten Parameter
wurde auf eine Sensibilititsuntersuchung im Rahmen dieser Arbeit verzichtet.

3.4.2 Ausgangszustand

Zusétzlich zu den im vorherigen Abschnitt ermittelten Parametern miissen noch
die Anfangsbedingungen festgelegt werden:

Ausgangsspannungszustand o0
Konsolidationsspannung (Gréfe der GrenzflieBfliche) p.
Lage der inneren FlieBfliche U]

Der Ausgangsspannungszustand ist im allgemeinen durch das zu 16sende Rand-
wertproblem festgelegt.

Die Vorbelastung bzw. die Konsolidationsspannung zu Beginn der Berechnung

kann durch
CK

* ™ o [Mx — (65in/)/(3 ~ sin )]
fiir den Kompressionsfall (A = 1.0) bestimmt werden. Der Wert cx (s. Bild 3.5)

errechnet sich in der p, ¢-Ebene fiir den Kompressionsfall, vgl. z.B. SCHAD (1979),
wie folgt:

P (3.63)

_ 6c’cosy’

[ T
K=3= sing’

(3.64)
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Durch den Wert p. und die Stoffparameter sind die Grenzflieffliiche sowie die Form
der inneren Fliiche (Ahnlichkeitsbedingung) festgelegt.

Sofern der Ausgangsspannungszustand nicht stark anisotrop ist, kann die Lage

der inneren Fliche so bestimmt werden, daB sich das Fliefflichenzentrum # der
inneren Fliche auf der Raumdiagonale befindet und der Spannungspunkt %o auf
der inneren FlieBfliche liegt. Dies ist dann der Fall, wenn die innere FlieBfisiche
bei einer Bewegung auf der Raumdiagonalen den Spannungspunkt noch beriihren
kann. Das numerische Ergebnis wird durch den eventuell begangenen (kleinen)
Anfangsfehler praktisch nicht beeinflut. Bei einem hydrostatischen Ausgangs-
spannungszustand ist dieses Vorgehen exakt.
Falls die numerische Analyse von einem stirker anisotropen Spannungszustand
ausgeht, ist es zweckmiBig, den Konsolidationsvorgang bis zum entsprechenden
Anfangsspannungszustand der Berechnung zu simulieren, so da8l die Lage der in-
neren Fliche anschlieBend festliegt.



4 Versuche und Testrechnungen

Bevor die im Zuge dieser Arbeit durchgefiihrten Versuche und Test- bzw. Nach-
rechnungen beschrieben werden, soll vorab die erforderliche Numerik kurz betrach-
tet werden. Aufgrund der geometrisch nichtlinearen Formulierung (s. Abschnitt
2.3) ergibt sich bereits ein nichtlineares Gleichungssystem, das iterativ gelést wer-
den mu8.

Das verwendete elasto-plastische Stoffmodell fithrt in einer Berechnung mit finiten
Elementen ebenfalls zu einem System nichtlinearer Gleichungen.

Die Spannungen sind bei differentiellen Stoffgesetzen nicht eindeutig durch die
Verformung am Ende der Belastung bestimmt. Sie hingen von der Belastungsge-
schichte ab, wodurch eine inkrementelle Lastaufbringung erforderlich wird.

4.1 Numerik

Das Gleichgewicht des betrachteten Korpers zum momentanen Zeitpunkt ¢ + At
wird mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebungen bzw. Leistungen aus-
- gedriickt. Die sogenannte schwache Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen
lautet (hier ohne Volumenskrifte dargestellt):

[v (dive §v)d'V = 0 (4.1)
er __ . ty — .
— W [Va SLA'V = 0 (4.2)

Dabei wirkt die Variation § nur auf die Geschwindigkeiten, und o stellt den Cau-
chyschen Spannungstensor dar. Der erste Term in Gleichung (4.2) stellt die &uBere
und der zweite Term die innere virtuelle Leistung dar, wobei zunéichst angenom-
men wird, daf die Belastung von der Verformung unabhingig sei. Mit fv als
einer zeitunabhéingigen virtuellen Verschiebung bzw. Geschwindigkeit ergibt die

81
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abgeleitete Form der Gleichgewichtsbedingungen:
.ez - .. 0 ° —
W Mva SL detF d V] =0 (4.3)

Durch diese Ableitung entsteht ein Term, der o enthalt. Hierauf 138t sich die
elasto-plastische Stoffbeziechung anwenden, womit eine einheitliche Geschwindig-
keitsformulierung gewonnen wird. Da das Gebietsintegral vollstéindig iiber die
aktuelle Konfiguration ausgefithrt wird, muf man beachten, daf sich riumliche
Integral- und Differentialoperatoren mit den materiellen Zeitableitungen nicht ver-
tauschen lassen. Mit (detF)® = detF - dive (s. Anhang) folgt:

[ [+ 8D +0-(5L) + (odive) - D] &'V = § Wes (4.4)

Mit (6L)* = —6L L und mit &--(§L L) = o --(LT6LT) (Symmetrie von &) ergibt
sich schliellich:

/ 36D~ -(@T8LT) + divw o D] d'V = § W= (4.5)

Die Terme o --(LT6L7) und dive o - -6.D liefern unsymmetrische Matrizen, welche
in der in dieser Arbeit verwendeten Formulierung auch links, in der Steifigkeits-
matrix, beriicksichtigt werden.

Der Vorteil dieser Geschwindigkeitsformulierung ist darin zu sehen, dafi man sich,
da alle Rechnungen auf der aktuellen Konfiguration abgewickelt werden, nicht zu
iiberlegen braucht, auf welcher Konfiguration welche Grifle definiert ist.

o stellt in Gleichung (4.5) die gemaf Abschnitt 2.3.2 errechnete Cauchysche Span-
nung dar. & enthilt iiber den Abbildungstensor R die Green-Naghdi-Zeitablei-
tung. Fiir At — 0 1a8t sich Gleichung (2.75) wie folgt schreiben:

5= R&RT+ R RT + RGR? (4.6)
Mit # = RTo Rund mit & = R & RT folgt die Green-Naghdi-Ableitung:

5=5"4100-00 (4.7)

Beim Ubergang auf die Matrizen-Formulierung fiir die Finite Elemente-Methode
ergibt der erste Term in Gleichung (4.5) den symmetrischen Hauptteil der Steifig-
keit und enthilt die auf das riumliche Bild transformierte konstitutive Matrix.

Wenn man annimmt, da8 die duBere Last von der Deformation abhangt -
nichtkonservative Belastung —, ergeben sich hieraus ebenfalls nichtsymmetrische
Steifigkeitsanteile (vgl. SCHWEIZERHOF, 1982). Sehr hiufig aber wird die Ver-
formungsabhingigkeit der Last auf der Belastungsseite im ohnehin notwendigen
iterativen Vorgang berficksichtigt (vgl. SCWEIZERHOF /RAMM 1984). Hierzu ver-
wendet man wihrend des Iterationsprozesses die Last zum Zeitpunkt ¢ + At und
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integriert tiber die durch die Iteration erhaltene jeweils aktuelle Konfiguration.
Anzumerken ist aber, daB bei Stabilitatsuntersuchungen (Eigenwertanalyse der
Steifigkeitsmatrix) die Beriicksichtigung nichtkonservativer Belastungen nur auf
der Lastseite strenggenommen nicht zuliissig ist.

Um zur Lisung am Ende eines Lastinkrementes (Zeitpunkt ¢+ At) zu gelangen,
wobei die Lésung zu Beginn des Lastinkrementes (Zeitpunkt ) bekannt ist, mus
in Gleichung (4.5) auf Inkremente {ibergegangen werden, d.h. die dort auftau-
chenden Zeitableitungen miissen mit At multipliziert werden (Vorabintegration).
Diese Gleichung wird nun dazu verwendet, einen Zuwachs in den Verschiebungen
zu berechnen, mit dem dann Niherungen fiir die Verschiebungen, Verzerrungen
und Spannungen zur Zeit ¢ + A¢ ermittelt werden kénnen. Wenn diese Naherun-
gen ermittelt sind, wird {iberpriift, um wieviel sich die zur Zeit f + At ermittelte
innere virtuelle Arbeit von der duBeren virtuellen Arbeit unterscheidet. Der sich
anschliefende iterative ProzeS, bei dem immer auf der aus der Iteration erhalte-
nen neuen Konfiguration gearbeitet wird, wird nachfolgend anhand der zu ver-
wendenden Aquivalenten Finite Elemente-Gleichungen erliutert. Verwendet man
auf der Lastseite nicht wie in Gleichung (4.5) nur die Zuwichse, sondern die ge-
samten akkumulierten Lasten (Zeitpunkt ¢ + At), so muB die bis zum Zeitpunkt
¢ aufgelaufene innere virtuelle Arbeit wieder abgezogen werden (Inkrementelles
Gleichgewicht).

Wenn man zu den in der Berechnung mit Finiten Elementen verwendeten
Matrizengleichungen iibergeht, stellt sich Gleichung (4.5) zu Beginn eines Lastin-
krements wie folgt dar:

KAu= H5R_tp (4.8)
Hierin bedeuten:
K = tangentiale Steifigkeitsmatrix, bezogen auf die Geome-
trie zum Zeitpunkt ¢;
Au = Vektor der Verschiebungsinkremente (Vorabintegra-

tion);

4R = Vektor der duBeren Lasten zum Zeitpunkt £ + At, be-
zogen auf die Geometrie zum Zeitpunkt ¢

tp = Vektor der Knotenpunktkrifte, die den Elementspan-
nungen zum Zeitpunkt ¢ #iquivalent sind.

Nach Losung von Gleichung (4.8) ergeben sich die Verschiebungsinkremente Aw,
die — wie oben erldutert — im allgemeinen aber nicht die exakte Lésung darstellen.
Kennzeichnet man die Iterationszyklen mit einem oberen Index i bzw. j (J £i),s0
erhilt man z.B. das bei HALLQUIST (1986) und auch in dieser Arbeit verwendete
Schema mit Au = Aud:
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e Aktualisieren der Geometrie gemis:

A0ty | OAL0 (4.9)

Hierbei seien 2 der Koordinatenvektor und s* der Parameter, der sich aus
dem im folgenden Abschnitt diskutierten “line search” ergibt.

Die sich anschlieBenden Gleichgewichtsiterationen laufen wie folgt ab:
t+AtK'iA“i — :iﬁ:R‘ — t+AtPn' = t+AtQi (] S ’) (410)

Der Index ¢ stellt den aktuellen Iterationzyklus und Q das Residuum aus
den Gleichgewichtsbedingungen dar.

Uberpriifen der Konvergenzkriterien nach jedem Iterationszyklus (Energie-
norm, Verschiebungsnorm):

[(AuT) Q]

W S €e (4.11)
und ;
”uA" <., (4.12)

Hierbei bedeutet ||Auf|| die Euklidische Norm der aktuellen Verschiebungs-
inkremente, u,,q; die maximale Norm des Verschiebungsvektors iber alle
Lastinkremente bis zum Zeitpunkt ¢, einschlieflich der Iterationen fiir den
momentanen Lastschritt, und e, bzw. ¢, sind die vorgebenen Toleranzwerte.
Wenn beide Kriterien erfiillt sind, ist die Losung zum Zeitpunkt £ + Af mit
ausreichender Niherung gefunden, und die Iteration wird abgebrochen.

Werden die beiden Kriterien in der aktuellen Iteration nicht erfiillt, wird
erneut, sofern die momentane Lésung nicht divergiert, die Geometrie gemé8:

t+Alz|'+l = i+Alzt' + sl'Aul' (4.13)

aktualisiert und die Iteration fortgesetzt.
Divergenz der Lisung wird wie folgt definiert:

(4@ < || +2eQ+) (419)

Wird innerhalb einer bestimmten Anzahl von Iterationszyklen keine Kon-
vergenz erreicht oder divergiert die Losung, was unter Umstinden bereits
im ersten Iterationszyklus (von z.B. 20 als Maximum vorgegeben) geschehen
kann, so wird die Steifigkeitsmatrix ¢4 . K mit dem momentanen Schitzwert
fiir die Geometrie zum Zeitpunkt ¢+ At umgeformt, und die Gleichgewichts-
iterationen werden fortgesetzt.
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Bei dem in diesem Proze8 verwendeten “line search” wird ein Wert s* baw. Au’
derart gesucht, daB die Arbeit des Residuums Q (s. Gleichung (4.10)) fiir den
aktuellen Verschiebungszuwachs gegen 0 strebt (vgl. Abschnitt 4.1.1):

(AuT) +8tQ¢ (4.15)

Einige der nach diesem Schema méglichen Iterationstechniken werden im nachfol-
genden Abschnitt dargestellt.

4.1.1 Iterationstechniken

Hiufig verwendete Iterationsschemata fiir die Lésung von nichtlinearen Finite
Elemente-Gleichungen sind einige Formen der Newton-Raphsonschen Iteration.
Beim Standard Newton-Raphson-Verfahren wird die Tangentensteifigkeitsmatrix
in jedem Iterationsschritt neu aufgebaut. Bei der modifizierten Newton-Raph-
sonschen Methode wird withrend der Iteration innerhalb eines Lastinkrements die
Steifigkeitsmatrix nicht jedesmal neu berechnet. In Bild 4.1 sind zwei Formen
dieser Methode fiir ein Problem mit nur einer Unbekannten dargestelit.

R R
— A . ——

u u

a.) Volles Newton-Raphson b.) Modifiziertes Newton-Raphson
Verfahren Verfahren

Bild 4.1: Newton-Raphsonsche Iterationsschemata

Alternativ zu den Formen der Newtonschen Iteration wurde eine Klasse von
Verfahren entwickelt, die als Quasi-Newton-Methoden bekannt sind. Diese Metho-
den arbeiten mit einer Umrechnung der Steifigkeitsmatrix, d.h. eigentlich mit de-
ren Inverser, um eine Sekantennsiherung an die Matrix durch Iteration vom Schritt
t — 1 zum Schritt i zu erreichen (vgl. Bild 4.2). Je nach Art des “updates” der
Steifigkeitsmatrix bzw. deren Inverser enstehen aus der Grundidee unterschied-
liche Methoden. Im allgemeinen erfordern die Quasi-Newton-Methoden weniger
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—

Q' /lQ%, / Q = Residuum

K = Steifigkeitmatrix

K AQt=Q-q"

(Ki+1)-1 — f[(K")‘l,Q",QH'l, Au"'“]

7.4

i
Auitl Auit?
1

u

Bild 4.2: Prinzip der Quasi-Newton—Methode;

Iterationen als die modifizierte Newton-Raphson-Methode. Der Standard- oder
“gchte” Newton-Raphson erfordert zwar im allgemeinen nur wenige Iterations-
schritte, bendtigt aber oft wesentlich mehr Rechenzeit — in jedem Iterationsschritt
wird ja die Steifigkeitsmatrix neu aufgebaut - als die Quasi-Newton-Methoden.
Alle Quasi-Newton-Methoden haben zum Ziel:

e Vermeidung von Aufbau und Drejeckszerlegung einer neuen Steifigkeitsma-
trix,

o Direkte Erzeugung der Inversen aus Vektorinformationen (“Sekantenme-
thode™).

Die bekanntesten Arten sind mit den Namen Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
(BFGS), Broyden, Davidon, Davidon-Fletcher-Powell (DFP) verkniipft.
Wiahrend der Iteration wird die inverse Steifigkeitsmatrix z.B. fir die BFGS-
Methode wie folgt angenshert:

(K1Y = (I + w'(o))(EKY (I +v'(w')) (4.16)
I bedeutet hierbei die Einheitsmatrix, wihrend w' und v* Korrekturvektoren,

wie sie z.B. bei MATTHIES und STRANG (1979) definiert sind, darstellen. Fiir die
Broydensche Methode gilt analog:

(K1 = (I +&'(®T) )K" (417)
Analog zur BFGS-Methode sind @' bzw. #' entsprechende Korrekturvektoren,
vgl. z.B. WALKER (1979). Anzumerken ist hier, daB der Broydensche “update”,
im Gegensatz zur BFGS-Methode, unsymmetrisch ist.
Das Prinzip, nimlich das Arbeiten mit der inversen Steifigkeitsmatrix analog zu
den Gleichungen (4.16) und (4.17), ist fiir alle genannten Quasi-Newton-Verfahren
shnlich, weshalb an dieser Stelle hinsichtlich der exakten Bestimmung der Kor-

rekturmatrizen bzw. der iibrigen update Formeln z.B auf HALLQUIST (1986) ver-
wiesen wird.
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Der Konvergenzbeweis der Quasi-Newton-Methoden erfordert einen sogenann-
ten “line search”, d.h. eine eindimensionale Nullstellensuche. Tatsichlich konver-
gieren diese Verfahren in fast allen Fillen auch ohne Nullstellensuche. Sie ermégli-

R

1 i | A w = uf + A
| &' = line search Faktor

ut

ul

/]

Bild 4.3: “Line search” Verfahren

chen aber eine beschleunigte Reduktion des Residuums der Gleichgewichtsbedin-
gungen und sparen somit aufwendige Auflésungen des groien Gleichungssystems
KAv' =Q.

Ausgehend von einer derzeit aktuellen Steifigkeitsmatrix K und dem aktuellen
Residuum Q wird ein Verschiebungszuwachs Au berechnet (Entlastung des Re-
siduums in Richtung Awuf). Die mit ' = w*~! + Au‘ berechneten Residuen
Q(u*" + Aw') sind wegen der Nichtlinearitst des Problems, und weil K nicht
die exakte Tangentensteifigkeitsmatrix ist, von 0 verschieden. Allerdings 18t sich
Q durch Verwendung eines gemif

4 =o' + s A (4.18)

mit einem geeigneten skalaren Faktor s° skalierten Verschiebungszuwaches A
weiter vermindern. Dazu wird eine zusitzliche Optimierungsgleichung erforder-
lich, aus der s* bestimmt und die als

AW Q(uf + s Au) =0 (4.19)

gewdhlt wird. Mathematisch bedeutet dies, daB man den auf den Verschiebungs-
ansatz projizierten Fehler auf 0 zwingt oder da8 die Arbeit des Fehlerkraftvektors
auf dem Verschiebungsinkrement verschwinden muf. In Bild 4.3 ist das “line
search Verfahren” fiir den eindimensionalen Fall, bei dem es allerdings keinen
Nutzen hat, dargestellt.

Eine weitere Klasse von Verfahren sind die sogenannten Bogenlsingenverfah-
ren. Das Grundprinzip der Bogenlingenverfahren geht auf Riks und Wempner
(1969/1970) zuriick und ist in Bild 4.4 dargestellt. Der Grundgedanke ist der, daB
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ds konstant gehalten wird. Die Kurvenverfolgung kann z.B. durch eine Iteration
auf der Normalenebene (orthogonal zu ds) oder einer Kugelfliche erreicht werden.

R

ds

ds

ds = const

u

Bild 4.4: Grundprinzip der Bogenlingenmethoden

Die Bogenlingenmethoden kénnen mit den Quasi-Newton- Verfahren auch kom-
biniert werden (SCHWEIZERHOF /RAMM 1986). Ausgehend vom Grundprinzip der
Bogenlingenmethoden sind wiederum unterschiedliche Modifikationen méglich,
auf die in dieser Arbeit aber nicht niher eingegangen wird. Das Ziel an dieser
Stelle ist lediglich, einige der derzeit gebriuchlichen Verfahren aufzuzeigen, da es
noch kein Iterationsverfahren gibt, das fiir alle Klassen von Randwertproblemen
gleichermafien gut arbeitet. Es kann deshalb notwendig werden, eine Palette von
Techniken zur Verfiigung zu haben. Hinsichtlich der Aufbereitung dieser Verfah-
ren fiir die Methode der Finiten Elemente wird, stellvertretend fiir die umfangrei-
che nicht zitierte Literatur, auf HALLQUIST (1986), BATHE (1986) und auf STEIN
(1989) verwiesen.

Bei den fiir diese Arbeit durchgefithrien Finite Elemente-Berechnungen wurde
vorwiegend die BFGS und die Broydensche Methode mit line search verwendet.

4.1.2 Spannungsreduktion

Wegen der endlichen Belastungsschritte bei der numerischen Rechnung iiberschrei-
tet der Spannungspunkt bei jedem Lastschritt an den Integrationspunkten, die pla-
stisch werden, die FlieBflsiche, was im Rahmen des implementierten Stoffmodells
unzuléissig ist. Man ist also gezwungen, diesen Fehler im Rahmen der Iteration
wieder zu beseitigen. Nachdem die Spannungen &° zunichst so bestimmt wur-
den, als wenn alle Deformationen elastisch wiren, erfolgt eine Spannungsreduktion
nach MaBgabe der plastischen Deformationen (elastischer Pridiktor ~ plastischer
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Korrektor), d.h. um
Ao =C"°- -Ae?, (4.20)
wobei es verschiedene Moglichkeiten gibt, den Zustand, d.h. den DurchstoSpunkt,
zu wihlen, aufgrund dessen Ae” bestimmt wird:
1. anfénglicher Durchstopunkt durch die FlieBflache (explizites Verfahren);
2. Spannungspunkt o°, der erreicht wiirde, wenn alle Deformationen elastisch
wiren;
3. Spannungspunkt am Ende der Reduktion (implizites Verfahren, Iteration er-
forderlich);

4. Spannungspunkt, den man als Schnittpunkt der Geraden durch den Span-
nungspunkt o° und einen Zentralpunkt der FlieBfliche, hier z.B. a fiir
die Erstbelastungsfliche und (1 + &) fiir die innere FlieBfliche, mit der

FlieBfliche findet.
()] (10 y 02
Ao” Ao
Ao Ao
ol
of
' o
f =0 (2} ‘f =0 a1
1 ™
o! = Fliefflsichenpunkt nach plastischer Reduktion
A" = Spannungsiiberschufl
a.) Reduktion parallel  b.) Orthogonale ¢.) Zentrische
zum elast. Reduktion Reduktion (vgl. z.B.
Pridiktorinkrement {WINSELMANN) HALLEUX (1987))

Bild 4.5: Methoden der Spannungsreduktion

Das explizite Verfahren beriicksichtigt das FlieBkriterium am Anfang des Inkre-
mentes, wihrend beim impliziten Verfahren der Endzustand maBgebend ist. In
dieser Arbeit wurde die vierte Methode gew3hlt, da sie einen KompromiB zwischen
sehr genauen aber rechenaufwendigen Methoden, wie z.B. der dritten Methode,
und einfachen aber ungenauen Methoden, wie der unter Punkt zwei aufgefiibrten
Methode, darstellt.

Als néichster Schritt wird nun die Anderung der Grenzfisiche mit Hilfe des Ae?
ermittelt. Obwohl sich hiermit der Spannungspunkt der FlieSflziche deutlich an-
genghert hat, ist die FlieBbedingung in der Regel immer noch verletzt, so das sich
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eine Iteration anschliefen miiite. Dies ist aber in FE-Programmen sehr aufwen-
dig, da die Iteration an jedem Integrationspunkt neu vorgenommen werden miifite.
Die verbleibenden Abweichungen des Spannungspunktes von der FlieBfliche wer-
den dadurch behoben, da man den Spannungspunkt einfach auf die FlieBfliche
“zuriickdriickt” (Erfiillung der Konsistenzbedingung). Auch hierzu findet man
verschiedene Methoden in der Literatur, die in Bild 4.5 dargestellt sind.

My = . . .
AMg =M g= \/%U
1
Aot
" o/ = FlieBflichenpunkt
1
of Fp " § 23
o
Zentrum
pP=0m
P y On Ak B P
A
(]_ — co) Pe CoPe

=05 | ¢ = 0.73 TE/TK =038

Bild 4.6: Zentrische Spannungsreduktion fiir die GrenzflieBfliche (hydrostatische
Ebene)

In dieser Arbeit wird die “zentrische” Reduktion, die im Falle kugelfsrmiger

FlieBflichen (ein Zentrumspunkt, vgl. Bild 4.6) mit der orthogonalen Reduktion
iibereinstimmt, benutzt. Dieses Verfahren wird bei aktiver Erstbelastungsfliche
angewandt.
Ist jedoch nur die innere Fliche aktiv, so wird die Korrektur, die Erfiillung der
Konsistenzbedingung, so durchgefiihrt, da8 die innere FlieBfliche auf den Span-
nungspunkt zu, entlang der zentrischen Richtung o — (7 + @), verschoben wird,
bis sie diesen erreicht hat. Da die Annahme einer Richtung fiir die Reduktion
ohnehin willkiirlich ist, kann die hier eingefiihrte zentrische Reduktion (s. Bild
4.6) ebensogut verwendet werden. Bei dem fiir diese Arbeit entwickelten Stoff-
modell mit “FlieSflichenzentrum” — « fiir die GrenzflieBfliche und (n + @) fiir
die innere Fliche - bietet diese Art der Reduktion numerische bzw. programm-
technische Vorteile. Dieses Vorgehen liefert im Grenziibergang bei sehr kleinen
Uberschreitungen korrekte Ergebnisse und ist daher eine zuldssige Naherung.
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Der Iterationsvorgang fiir das Stoffgesetz (vgl. Bild 4.7) lsuft wie folgt ab:

1. Bestimmen der Spannungen unter der Annahme, daf die gesamte Deformation
im Inkrement elastisch sei.

2. Bestimmung des plastischen Anteils der inkrementellen Deformation.

3. Spannungsreduktion nach MaBgabe der plastischen Deformation gema8 Glei-
chung (4.20). '

4. Errechnen der Bewegung der FlieBfliche — Aufweitung, Translation, Schrump-
fen — und Uberprifung der FlieBbedingung.

5. Bei nicht erfiillter FlieSbedingung wird die zentrische Spannungsreduktion an-
gewandt. Dies bedeutet fiir die suflere FlieBfliche, daB der Spannungspunkt
zentrisch auf die neue Grenzfliche zuriickgedriickt wird und fiir die innere
Fliche eine Translation in zentrischer Richtung auf den Spannungspunkt zu.

09 [+0)] ag
Ao Ao* Ao
Ae Ao
f
c o ot o o/
f=0 o1 f=0 o f+af=0 o1
T > T

a.) Elastische Schiitzung b.) Bestimmung des ¢.) Bewegung der

mit maflgebenden Flieffliche und
Ao = C" . .Ae"t? Fliefflachenpunktes Reduktion um Ae”
o#t; Reduktion um
Ao =C"..Ae?

Bild 4.7: Gesamter Iterationsvorgung fir das Stoffgesetz

Fir das verwendete Zweiflichenmodell ergibt sich bei der Bestimmung der mafige-
benden FlieSbedingung (vgl. auch Abschnitt 3.3) der im folgenden beschriebene
Vorgang.

Wenn am Ende von Punkt 1 festgestellt wird, daB fiir den Spannungspunkt o
f < 0 gilt, wird lediglich die elastische Matrix — mit dem derzeit aktuellen Tan-
gentenmodul — aufgestellt, wobei weitere Schritte nicht erforderlich sind. Der
Spannungspunkt befindet sich im elastischen Kern.

Ergibt sich hingegen, da f > 0 gilt, so wird zunichst iberpriift, ob der Span-
nungspunkt zudem auf oder auBerhalb der Erstbelastungsfliche (F > 0) liegt.
Wenn ja, wird mit Hilfe des definierten FlieBflichenzentrums der Spannungspunkt
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of (vgl. Bild 4.6) bestimmt. Der jeweils giiltige Bereich (1, 2 oder 3) ergibt sich
véllig automatisch, da eine geometrische Schnittpunktbestimmung zwischen der
Geraden mit dem Richtungsvektor r = 0 — o und der Flie8fliche durchgefihrt
wird. Der sich ergebende FlieBflichenpunkt kann, je nach Lage von o, im Bereich
1, 2 oder 3 liegen. Entsprechend dem giiltigen Bereich tritt die FlieSbedingung i,
F, oder F; in Kraft, die die Ableitung n’ bzw. n¢ bestimmt, so daB die Art der
Belastung festliegt. Die Lage der inneren Flache liegt bei aktiver Erstbelastungs-
fisiche (s. Abschnitt 3.2.3) automatisch fest, da eine Beriihrung im adjungierten
Punkt gefordert wird.

Gilt nach Beendigung von Punkt 1 der Stoffgesetziteration fiir den Spannungs-
punkt: F < 0 und f > 0, d.h. die innere Fliche ist aktiv, so wird dieselbe
Berechnung wie oben angestellt, mit dem Unterschied, da8l ein lokales Bezugsko-
ordinatensystem fiir die innere Fliiche (vgl. Abschnitt 3.2.3) gewihlt wird. Die
Art der Belastung liegt jetzt ebenfalls fest (s. Abschnitt 3.3), wobei sich, solange
der Spanmungspunkt unterhalb der Erstbelastungsfiiche liegt, eine Entfestigung
nicht einstellen kann, da h = h; immer gréfer als 0 sein mu8.

Nach Beendigung von Punkt 4 miiite sich bei einem vollstindig impliziten
Verfahren gegebenenfalls eine Iteration (auf GauSpunktebene) anschlieBen. Diese
Iteration wird durch Punkt 5 ersetzt, wodurch ein Fehler begangen wird, bei dem
die Konsistenzbedingung aber trotzdem erfiillt bleibt. Die Iteration erfolgt bei
dem beschriebenen Vorgehen iiber die auf Strukturebene ablanfenden Gleichge-
wichtsiterationen.

4.1.3 Entwicklung des verwendeten Programmsystems

Als Ausgangsbasis fiir die Programmentwicklung wurde das am Institut fir Geo-
technik, Stuttgart, vorhandene Programmsystem FAN sowie das von HALLQUIST
(1986) entwickelte Programm NIKE2D herangezogen. Sowohl das Programm-
system FAN als auch das bereits fiir grofe Verzerrungen geschriebene Programm
NIKE2D, von dem die Hauptimpulse ausgingen, wurden zur Lésung des vorliegen-
den Problems stark iiberarbeitet und zu dem Programmsystem FANLD (Finite
element Analyser for Large Deformations) zusammengefiigt. Folgende grundle-
gende Arbeiten waren hierfiir erforderlich:

o Datentechnische Kopplung der beiden Programmsysteme zur Gleichungslo-
sung (FAN) sowie zur Plot-File-Erstellung.

o Erweiterung des Programmieils fiir die Aufstellung der Elementsteifigkei-
ten auf nichtsymmetrische Matrizen. Hierfiir wurden die “symmetrischen
Elementsteifigkeiten” des Programms NIKE2D, welches die Green-Naghdi-
Zeitableitung und eine natiirliche Formulierung verwendet, als Grundlage
herangezogen.
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» Einarbeitung des nichtsymmetrischen Steifigkeitsanteils (s. Gleichung (4.5))
in die Elementformulierung.

¢ Erweiterung der Struktursteifigkeitsmatrix auf Nichtsymmetrie und Einbau
eines nichtsymmetrischen Gleichungslosers.
Hierbei wurden zwei verschiedene Gleichungsldser implementiert. Zum ei-
nen der von H. Schad am Institut fiir Geotechnik der Universitiit Stuttgart
entwickelte Hypermatrizen-Léser und zum anderen ein nichtsymmetrischer
Bandléser aus LINPACK (public domain software).

o Anpassung der Iterationstechniken (NIKE2D) hinsichtlich der implementier-
ten nichtsymmetrischen Gleichungsléser.

¢ Entwicklung und Einbau des Stoffgesetzes, welches aufgrund der nichtasso-
ziierten Fliefiregel nichtsymmetrische Steifigkeitsmatrizen liefert.
Es wurden hierbei zwei getrennte Modelle erstellt: Einerseits das im Ab-
schnitt 3.2 beschriebene Zweiftichenmodell mit der deviatorischen FlieBbe-
dingung nach Gudehus und andererseits dasselbe Modell mit der deviatori-
schen FlieBbedingung nach SCHAD'. Das erste Modell wurde in programm-
technischer Hinsicht komplett vom Autor dieser Arbeit entwickels.
Die FlieBbedingung, die geometrische Schnittpunktbestimmung des Span-
nungspunktes mit der GrenzflieBfisiche sowie die Berechnung des Einheits-
normalenvektors auf die Grenzfliche wurden fiir das zweite Modell von H.
Schad parallel programmiert und stellen somit eine Kontrolle dar. Der Ein-
bau in das Finite Elemente-Programm, die Formulierung der Verfestigungs-
gesetze und der elasto-plastischen Stoffmatrix sowie der Algorithmus fiir
die Spannungsreduktion wurden fiir beide Modelle vom Autor dieser Arbeit
durchgefiihrt.

¢ Entwicklung und Erweiterung des Auswertungsteiles (FAN).

1Laufende Arbeit am Institut fir Geotechnik, Stuttgart
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4.2 Triaxialversuche

Um das entwickelte Stoffgesetz und die numerische Implementierung zu testen,
wurde eine Serie von drei identischen triaxialen Mehrstufenversuchen gefahren
und nachgerechnet. Bei dem hierfiir verwendeten Boden handelt es sich um den
bereits von STEINMANN (1985) untersuchten Opalinuston. Der Opalinuston wird
zu den verinderlich festen Gesteinen gerechnet, deren Eigenschaften vom Was-
sergehalt und dem jeweils vorliegenden Verwitterungsgrad abhéingig sind. Im un-
verwitterten Zustand weist der Opalinuston nahezu felsartige Eigenschaften auf.
Durch das Auftreten einer mehr oder weniger intensiven Verwitterung verindert
sich sein geomechanisches Verhalten sehr schnell (vgl. STEINMANN, 1985). Fir
die Triaxialversuche wurden gestérte Proben mit w = 20.6% verwendet. Die
Proctordichte fiir den verwitterten Ton lag bei pp, = 1.72 g/ cm®. Der optimale
Wassergehalt ergab sich zu wp, = 19.0 %.
Die Sittigung der Proben wurde durch einen Sattigungsdruck (back pressure) von
5 bar hergestellt.
Da der verwendete Ton im Proctorgeriit ausgesprochen homogene Probenkdrper
ergab, 148t sich die Cam-Clay-Theorie mit guter Niherung anwenden. Die Aus-
gangs-Konsolidationsspannung p. = 365 kN/m? wurde aufgrund der Kohision ¢,
die in einem getrennten Scherversuch bestimmt wurde, ermittelt (s. Abschnitt
3.4.2). Die der Finite Elemente-Berechnung zugrunde liegenden Stoffparameter,
die entsprechend Abschnitt 3.4 an getrennten triaxialen Scherversuchen bestimmt
wurden, sind in Tabelle 4.1 dargestellt. Sie sollen an dieser Stelle kurz angespro-
chen werden.

Der Reibungswinkel ¢’ wurde (zusammen mit ¢’ ) in einem triaxialen Scherver-

Verfestigungsparameter a 20.0 -
Kohision d 27.7 | kN/m?
Parameter zur Festlegung der Kappe | ¢ 0.4 -
Parameter fiir die Deviatorform C 0.1 -
Ausgangsporenzahl e | 0.6115 -
Steigung der Critical State Line My 0.87 -
Proportionalititsfaktor R |0.3333 -
Schwellbeiwert K 0.015 -
Kompressionsbeiwert A 0.045 -
Verfestigungsparameter I 1.0 -
Quefkontra.ktionszahl v 0.25 -
Reibungswinkel ¢ 12.6 °
Dilatanzwinkel ¥ 0.0 °

Tabelle 4.1: Stoffkennwerte des untersuchten Tones
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such (kleine Probe) bestimmt. Die Steigung My der Critical-State-Kurve wurde
aus einem Triaxialversuch mit hohem Seitendruck (4 bar) ermittelt (Erstbela-
stungszustand). Der Kompressions- und der Schwellbeiwert wurden anhand eines
Triaxialversuches mit Volumenmessung sowie einem Be- und Entlastungspfad be-
stimmt (linearisiertes p, e-Diagramm). Der Parameter ¢o wurde, nach Bestimmung
von A und &, durch Auftragen der Versuchskurve und Anpassen des Stoffmodells
an diese Kurve (vgl. Bild 3.16) gewonnen. Die Ausgangsporenzahl e; wurde kon-
ventionell ermittelt. Der Proportionalitiitsfaktor R wurde an einem Triaxialver-
such (isotrope Kompression), fiir den zunsichst sehr kleine und dann immer grofer
werdende Be- und Entlastungszyklen gefahren wurden, bestimmt. Sobald bei die-
sem Versuch der elastische Bereich verlassen wird, d.h. die Verformung nicht mehr
vollsténdig zuriickgeht, ist der Spannungspunkt auf der Raumdiagonalen, bei dem
dies der Fall ist, bekannt. Da zudem die Anfangs-Konsolidationsspannung p. be-
kannt ist und fiir die Lage 1 der inneren FlieBfliche der Ursprung nsherungsweise
angenommen werden kann - zu Beginn des Versuchs ist der Probenkdrper bela-
stungsfrei —, 138t sich der Proportionalitatsfaktor B errechnen. Die Nichtlinearitit
des Verfestigungsparameters p (Exponent in der Gleichung fiir A;) wurde bei den
nachgerechneten Mehrstufenversuchen nicht beriicksichtigt, d.h. es wurde u =1
angenommen. Der Verfestigungsparameter ¢ wurde geschiitzt, da eine Vergleichs-
rechnung gezeigt hat, daB sein Einflul in dem untersuchten Spannungsbereich
vernachléissigbar war. Ebenfalls ohne grofien Einfluf auf das Randwertproblem
war der Parameter ¢y, so da8 auch hier auf eine genauere Bestimmung verzichtet
werden konnte. Die Querkontraktionszahl wurde zu v = 0.25 festgelegt, da eine
Variation zwischen 0.15 < v < 0.35 keine nennenswerten Unterschiede gezeigt hat.
Fiir die Bestimmung des Dilatanzwinkels ¥ wurde ein drainierter Triaxialversuch
mit Volumenmessung, woraus sich ¢ ~ 0 ergab, durchgefithrt.

Bei den Mehrstufenversuchen handelt es sich um verschiebungsgesteuerte drai-
nierte Triaxialversuche, bei denen die Seitendruckspannung (o7 = a3) jeweils fiir
eine Stufe konstant gehalten wurde. Am Ende jeder Stufe wird die Probe mit dem
Seitendruck der jeweils n#ichsten Stufe hydrostatisch konsolidiert. AnschlieBend
wird die Probe verschiebungsgesteuert in ¢;-Richtung bis kurz vor den Grenzzu-
stand — keine weitere Lastaufnahme - gefahren. Folgende Seitendriicke p wurden
auf jede Probe aufgebracht:

e p=oy=03 = —50kN/m?
e p=gy=03 = —100kN/m?
s p=oy=03 = —200kN/m*
® pP=0g3=03 = -50 kN/m2

Die Randbedingungen fiir das mit einer Finiten Elemente-Berechnung zu 15sende
Problem sind in Bild 4.8 dargestellt. Die Stempelfiiche wurde nicht geschmiert
(keine Gummi-Membranen), so daB eine Halterung in horizontaler Richtung durch
Reibung vorliegt. Die Stauchgeschwindigkeit betrug 0.006 mm/min. Mit Hilfe der
Bauchbinden, die laufend abgelesen wurden, 148t sich die Deformation der Probe
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Bild 4.8: Randbedingungen fiir die Mehrstufenversuche

zu allen Zeitpunkten ausreichend genau berechnen. Zusitzlich zu den Bauch-
binden wurde eine Volumenmessung iiber das ausgedriickte Porenwasser durch-
gefiihrt. Die wiederholten Versuche der gefahrenen Serie weisen nahezu identische
Ergebnisse auf. Der Grund hierfiir ist vor allem darin zu sehen, dafl aufgrund des
verwendeten automatischen Proctorgerites die Proben nahezu gleich sind. Diese
Tendenz wurde von BAUMANN (1987) sowohl bei dem verwendeten Opalinuston als
auch bei anderen kiinstlich aufbereiteten Tonen festgestellt. Die Nachrechnung ei-
nes solchen Versuches ergab iiber alle vier Stufen eine sehr gute Ubereinstimmung
der Berechnungsergebnisse mit dem Experiment. Im nachfolgenden Abschnitt
wird dieser Vergleich ausfiihrlich dargestellt.
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4.3 Durchgefiihrte Testrechnungen

Die Implementierung des Stoffgesetzes sowie das Stoffgesetz selbst wurden an zwei
Beispielen getestet. Zum einen wurden die oben beschriebenen Mehrstufenversu-
che nachgerechnet, und zum anderen wurden Versuche von TOPOLNICKI (1987),
welche ebenfalls an einem gestérten Ton — “Karlsruher Ton” — durchgefiihrt wur-
den, rechnerisch nachvollzogen.

4.3.1 Nachrechnung eines Mehrstufenversuches

Fiir die Finite Elemente-Berechnung wurden zwei Netze (vgl. Bild 4.9) verwendet.
Aus Symmetriegriinden wurde fiir die rotationssymmetrische Berechrung nur eine
Hilfte des Probenkérpers diskretisiert.

f z Knoten 66
-+ Element 50

Rotationssymmetrische Berechnung;:

50 Elemente (linearer Verschiebungsansatz)
66 Knoten

6

. Element 1
Knoten 1

a.) grobe Diskretisierung (obere Hiilfte)

bz Knoten 231
Element 200

Rotationssymmetrische Berechnung:

200 Elemente (linearer Verschiebunggsansatz)
231 Knoten

11

r
. Element 1
Knoten 1

b.) feine Diskretisierung (obere Hilfte)
Bild 4.9: Diskretisierung der Mehrstufenversuche
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Die Unterschiede bei den Verschiebungen und den Spannungen aufgrund der
unterschiedlichen Diskretisierung lagen unter 2 %, so da8 bereits das in Bild 4.9,
dargestellte Netz als ausreichend fein diskretisiert angesehen werden kann.

— . [34* 3 .
- V30" (kN/m?) 200 ¢ V30" (kN/m?) ‘
o i e N
~100 | -100 |
om (kN/m?) " o (kN/m?)
—200 1 ] L | L | | | |
%400 —300 —200 —100 0 400 —300 —200 —100 O 100

Stufe 1 (p=—50kN/m?) Stufe 3 (p=—200LkN/m?)

3 o 2
200 fio (kN/m)B .

100

—-100

om (kN/m?) om (kN/m?)
—900 —l ! | L | 1 1 L J
—-400 —-300 —200 -100 O —400 -300 —200 -100 O 100

Stufe 2 (p=-—100kN/m?) Stufe 4 (p=—50kN/m?)

Fiir die innere Fliche gilt:

sscennnes Ausgangszustand fiir die Stufe i (p = 01 = 02 = 03)
—«—eme—e  Belastungsende fiir die Stufe i (p = 02 = 03)
Entlastung am Ende der Stufe i (p = g1 = 02 = 03)

Bild 4.10: Effektivspannungspfade und FlieSkurven der Mehrstufenversuche in
Probenmitte
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In Bild 4.10 ist der durchfahrene Spannungspfad mit den FlieBkurven darge-
stellt. Aus Bild 4.10 ist sowohl die kinematische Verfestigung der inneren Fliche
als auch die isotrope Verfestigung der #ufleren Grenzfliche ersichtlich.

- Kurz vor und nach dem FlieBen (d.h. keine weitere Lastaufnahme) muBten die
aufgebrachten Verformungsinkremente, um Konvergenz zu erhalten, wesentlich
Kleiner gewihlt werden als zu Beginn der numerischen Simulation. Die Ursache
hierfiir ist aber eher positiv zu werten und liegt darin, da8 das Stoffgesetz die
Grenzlast ~ keine weitere Lastaufnahme — sehr gut wiedergibt. Bei groBen Inkre-
menten im Grenzbereich ist auch das Residuum @ (s. Abschnitt 4.1) entsprechend
grofl, und da die Probe aufgrund des Materialzustandes keine weitere Last aufneh-
men kann, ist es selbst mit sehr leistungsfshigen Iterationstechniken unmdglich,
fiir den Fall einer nahezu vollplastifizierten Probe Konvergenz zu erzielen, wenn
nicht auf eine “verschiebungskontrollierte Iterationstechnik” umgeschaltet wird.

In Gleichung (4.5) wurde zwischen “linker” (Steifigkeitsmatrix) und “rechter”
Seite unterschieden. Prinzipiell sind aber einfach die Gleichgewichtsbedingungen
zu erfiillen bzw. zu losen, so da8 eine Klassifizierung nach “linker” und “rechter”
Seite willkiirlich ist. Die in Gleichung (4.5) auftauchenden und der Steifigkeitsma-
trix zugeschlagenen nichtsymmetrischen Terme kénnten demnach ebensogut auch
rechts beriicksichtigt werden. Allerdings hat sich im Grenzfall — kurz vor und nach
dem Erreichen der Grenzlast - gezeigt, daB die Beriicksichtigung dieser nichtsym-
metrischen Terme auf der Steifigkeitsseite fiir das Gleichungssystem Vorteile hat.
Bei grofieren Inkrementen war der Genauigkeitsverlust wihrend der Faktorisierung
der Steifigkeitsmatrix aufgrund der nichtsymmetrischen Steifigkeitsterme wesent-
lich geringer. Der unsymmetrische Anteil ist gegeniiber dem Hauptteil der Stei-
figkeit, wegen der Grofenunterschiede der elastischen Konstanten zu den Spann-
nungen, in der Regel viel kleiner. Nach starker plastischer Verformung findert
sich dieser Sachverhalt, so daB eine korrekte Beriicksichtigung dieser Terme den
erwihnten Effekt zeigt. Der Genanigkeitsverlust konnte im Extremfall von 14
Stellen, was bei einer Wortlinge von 64 bit ungefiihr der Maschinengenauigkeit
entspricht, auf 10 Stellen reduziert werden, so daff im Grenzfall eine Konvergenz
ohne den nichtsymmetrischen Steifigkeitsterm iiberhaupt nicht méglich war.

Fir die Laststufen 1 - 3 wurden jeweils 50 Be- und 10 Entlastungsschritte
und fiir die Laststufe 4, die einen wesentlich lingeren Belastungspfad enthlt, 200
Schritte gewshlt. Die Energienorm e, wurde zu 10-!, die Verschiebungsnorm e,
zu 1072 gewiihlt. Die Steifigkeitsmatrix wurde zu Beginn jedes Schrittes neu auf-
gestellt. In der Regel war innerhalb eines Schrittes keine neue Aufstellung der
Steifigkeitsmatrix erforderlich. Das BFGS-Verfahren mit line search, der ja ledig-
lich der Konvergenzbeschleunigung dient und mit dem Stoffgesetz nichts zu tun
hat (vgl. Abschnitt 4.1), benétigte im Schnitt nur 3 Iterationen bis zur Erreichung
der Konvergenz. Dies bedeutet, dal man die Schrittweite auch etwas groBer hitte
wihlen kénnen.
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Ein Vergleich der Verformungen am Ende der einzelnen Stufen zwischen einem
gefahrenen und dem rechnerisch simulierten verschiebungsgesteuerten Triaxialver-
such ist in Bild 4.11 dargestellt. Die Verformungen des oberen Probenrandes in
vertikaler Richtung stimmen aufgrund der verschiebungsgesteuerten Simulation a
priori {iberein. Ein Vergleich der Radialverformungen in Probenmitte ergibt fiber
die vier gefahrenen Stufen Unterschiede von 0 bis = 10 %, was bei den enthaltenen
Ungenauigkeiten, wie z.B. Bestimmung der Materialparameter, Mefigenauigkeit
beim Ablesen der Bauchbinden, Randstérungen an der Probe, sehr gute Werte
sind. Am Ende der letzten Stufe stimmen die Radialverformungen in Probenmitte
beinahe perfekt {iberein, wihrend am Ende der Stufen 1-3, wo alle Verformungen
noch sehr viel kleiner sind, prozentual gesehen, groflere Abweichungen auftreten.
Abgesehen von den oben erwihnten Ungenauigkeiten kommt hier der Vergleich
“Kleiner Zahlenwerte” hinzu, so daB insgesamt die Ubereinstimmung iiber alle
Stufen in Probenmitte sehr gut ist. Im oberen und unteren Teil der Probe ist die
Ubereinstimmung am Ende der Stufe 4 nicht ganz so perfekt (Differenz = 10 %),
was u.a. auf den Randeinflufl (Simulation der oberen und unteren Randbedingun-
gen) zuriickzufithren ist, so dal man auch hier von einer guten Ubereinstimmung
bei den Verformungen zwischen Rechnung und Experiment sprechen kann.

Die aus der FE-Berechnung ermittelten Spannungen sind in den Bildern 4.12 -
4.15 fiir die letzte Stufe dargestellt. In Bild 4.16 ist die Scherzahl

_ tan(pr..)
S = e (4.21)

und in Bild 4.17 der Verfestigungsmodul h (s. Abschnitt 3.2.3) fiir die Stufe 4
aufgetragen.
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101.7 mm | 102.8 mm 103.7 mm
' t17.5 mm
te1-4 mm 101.8 'mm 1023 mm | 1094 mm
Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3 Stufe 4
p= —50 kN/m? p = —100 kN/m? p=—200 kN/m? p = —50 kN/m?

Verschiebungsgesteuerter Triaxialversuch

Bild 4.11: Verformungen am Ende der einzelnen Belastungsstufen
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Bild 4.13: Cauchy-Spannungen ¢,,, FE-Berechnung fiir die Stufe 4
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Bild 4.15: Cauchy-Spannungen ¢, FE-Berechnung fiir die Stufe 4
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Bild 4.17: Verfestigungsmodul &, FE-Berechnung fiir die Stufe 4
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Ein Vergleich zwischen Rechnung und Experiment ergibt auch fiir die Span-
nungen eine sehr gute Ubereinstimmung. In Tabelle 4.2 ist ein Vergleich der
Spannungen in Probenmitte zwischen Versuch und Rechnung dargestellt. Fir
die Ermittlung der Spannungen am Versuchskérper wurde die gemessene Gesamt-
kraft und die aktuelle Fliche in Probenmitte zugrundegelegt. Fiir die aus der FE-
Berechnung ermittelte Spannung wurde ein Mittelwert in Probenmitte (s. Bild
4.12) herangezogen.

Stufe P ‘Versuchwerte FE-Berechnung | FE-Berechnung
(geom. linear)
(kN/m?) | oM (kN/m?) | oM (kN/m?) oM (kN/m?)

1 —50 -133 —147 —148

2 —100 —214 —230 —232

3 ~200 —367 —397 —404
[ 4 —50 —195 —208 | —

o} = Mittelwert in Probenmitte (Belastungsende Stufe i)

Tabelle 4.2: Vergleich der Vertikalspannungen in Probenmitte

Zusitzlich zur vollstéindig (geometrisch und materiell) nichtlinearen Berechnung
wurde ein Vergleich angestellt, bei dem die geometrische Nichtlinearitsit ausge-
schaltet wurde. Die sich sich hieraus ergebenden Spannungen sind ebenfalls in
Tabelle 4.2 dargestellt. Fiir die ersten 3 Stufen ergab sich nur ein sehr geringfiigi-
ger Unterschied. Die Vertikalverformung &, betrug am Ende von Stufe 3 ca —6 %,
so daB man sagen kann, da8 die geometrische Nichtlinearitit in diesem Bereich
keine grofie Rolle spielt. Fiir die Stufe 4 konnte unter denselben Bedingungen, d.h.
gleiche Toleranzwerte e, und e,, keine Konvergenz erzielt werden. Nach Lockerung
dieser Kriterien wurde zwar Konvergenz erreicht, jedoch traten im betrachteten
Schnitt Spannungsschwankungen von bis zu 100 % auf, so daf in Tabelle 4.2 fiir
diesen Bereich kein Wert angegeben wurde. Bei den Verformungen haben sich zwi-
schen der nur materiell nichtlinearen und der vollstindig nichtlinearen Berechnung
keine wesentlichen Unterschiede ergeben.

Die aus der numerischen Simulation ermittelten Scherzahlen S sowie die Ver-
festigungsmoduln 4 (vgl. Bild 4.16 und 4.17) zeigen eine nahezu vollstandig aus-
gereizte Probe, bei der das Ausbilden von Scherfugen, wie sie auch an bis zur
Grenzlast gefahrenen Proben beobachtet werden, erkennbar ist.

Ein Vergleich des Spannungsverlaufes (Last-Verschiebungskurve) ist in Bild 4.18
in Probenmitte fiir den gesamten Versuch dargestellt.

Fiir den Versuch wurde zur Spannungsberechnung (Bild 4.18) wiederum die
gemessene Kraft durch die aktuelle Fliche geteilt, wihrend bei der fiir die Finite
Elemente-Berechnung ermittelten Kurve ein Element in Probenmitte (vgl. Bild
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FE-Berechnung
Versuch

Bild 4.18: Vergleich der Last-Verschiebungskurven in Probenmitte

4.9) ausgewertet wurde. Zur Ermittlung der in Bild 4.18 aufgetragenen Dehnung
wurde sowohl beim Versuch als auch bei der FE-Berechnung die Vertikalverschie-
bung des oberen Probenrandes herangezogen. Aus der Lastverschiebungskurve
wird deutlich, daf zum SchluB der Belastung zwar kein abruptes Versagen auf-
tritt, eine Steigerung der Last aber dennoch nicht méglich ist, so dal man von
einem Versagen der Probe sprechen kann.

Die “Zitterline” aus der FE-Berechnung am Ende von Stufe 4 (s. Bild 4.18) rijhrt
wohl hauptsichlich daher, daB die Auswertung der Spannungen der Einfachheit
halber an dem Element 1 {Probenmitte) durchgefithrt wurde. Ein verschmierter
Wert, d.h. ein Mittelwert iiber die gesamte Probe, wiirde vermutlich eine etwas
glattere Kurve ergeben. Die Instabilitdt der Versuchskurve (Ende Stufe 4) wurde
nicht niher untersucht.
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4.3.2 Nachrechnung eines Biaxialversuches

TOPOLNICKI (1987) hat an einem gestérten Ton, dem sogenannten “Karlsruher
Ton”, Triaxial- und Biaxialversuche durchgefiihrt. Die Versuche sind sehr ausfiihr-
lich dokumentiert und sind primér dazu gedacht, Stoffmodelle zu testen und zu
eichen. TOPOLNICKI hat die durchgefithrten Versuche mit zwei unterschiedlichen
Stoffmodellen, einem “stetig differenzierbaren” (s. Abschnitt 3.2) elastoplasti-
schen Zweiflichenmodell (subloading surface model, SSM) und einem tensoriell
formulierten hypoelastischen Stoffgesetz (rate-type model, RTM) von KOLYMBAS
(1988) (vgl. TOPOLNICKI, 1987), nachgerechnet. Die Ubereinstimmung dieser
beiden Modelle mit den gemessenen Versuchen war gut.

Verfestigungsparameter a 1.0] -
Kohision J 2.3 | kN/m?
Parameter zur Festlegung der Kappe | ¢y 0.4 -
Parameter fiir die Deviatorform C2 0.4 -
Ausgangsporenzahl e | 1.401 -
Steigung der Critical State Line My | 1.1635 -
Proportionalititsfaktor R | 0.3333 -
Schwellbeiwert K 0.140 ~
Kompressionsbheiwert A 0.200 -
Verfestigungsparameter N 1.0 -
Querkontraktionszahl v 0.25 -
Reibungswinkel 4 20.0 °
Dilatanzwinkel Y 10.0 °

Tabelle 4.3: Stoffkennwerte fiir den “Karlsruher Ton”

Die aus der Arbeit von TOPOLNICKI (1987) bestimmten Stoffparameter — z.T.
durch Kalibrierung an einem anderen Versuch — sind in Tabelle 4.3 dargestellt. Da
die meisten Stoffparameter bei dem Modell von TOPOLNICKI eine andere Bedeu-
tung besitzen, konnten nur die Parameter ey, ¢’ und ¢’ direkt verwendet werden.
Da der Anfangsspannungszustand des nachzurechnenden Versuches 307 bekannt
ist, wird ¢’ bei dem in dieser Arbeit entwickelten Modell nicht bendtigt, wenn
man annimmt, dafl der Ausgangsspannungszustand eine Erstbelastung darstellt,
d.h. man geht davon aus, da8 der Spannungspunkt auf der Erstbelastungsfliche
liegt — ¢’ wird ja lediglich dazu benutzt, die Anfangs-Konsolidationsspannnung
p (vgl. Abschnitt 3.4.2) zu ermitteln. Die Querkontraktionszahl v, der Verfe-
stigungsparameter s sowie der Parameter ¢y wurden festgelegt und nicht weiter
variiert. Die weiteren Parameter in Tabelle 4.3 wurden durch Kalibrierung am
Versuch 306 (TOPOLNICKI 1987) bestimmt. Anzumerken ist an dieser Stelle noch,
dafl die Steigung der CSL gréfler als bei TOPOLNICKI ist — es wird dort eine mod;-
fied CSL (MCSL) benutzt -, was aber auch daher rithrt, daf§ der Reibungswinkel
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' im Vergleich zur Neigung der MCSL relativ grof§ ist. Bei dem in dieser Arbeit
entwickelten Stoffmodell ist der Reibungswinkel (Neigung der Grenzflieffliche im
iiberkritischen Bereich) entscheidend. Eine weitere Auffilligkeit sind die hoheren
Werte A und x. Wihrend der Kompressionsbeiwert A noch im Bereich der Werte
von TOPOLNICKI liegt (im einfach linearisierten p, e-Diagramm), ist der Schwell-
beiwert % deutlich grofer. Dies kénnte daran liegen, dal bei den Versuchen von
TOPOLNICK! in erster Linie das plastische Erstbelastungsverhalten maBgebend ist.
Dies bedeutet, daB die Differenz A — & wichtiger ist — sie steht in der Gleichung far
den Verfestigungsmodul /; — als der absolute Wert von x oder anders ausgedriickt,
daB der “elastische” Tangentenmodul E gegeniiber h, eine untergeordnete Rolle
spielt. Eine genauere Untersuchung dieses Sachverhaltes wurde in dieser Arbeit
nicht durchgefijhrt.

Die Durchfiihrung des Versuches erfolgte verformungsgesteuert, wihrend die

Nachrechnung mit Finiten Elementen lastgesteuert durchgefiihrt wurde. Die vor-
gegebene Verformungskurve und die Materialantwort sind in Bild 4.19 dargestellt.
Die in Bild 4.19, dargestellte und gemessene Materialantwort wurde als Bela-
stungskurve fir die rechnerische Simulation mit Finiten Elementen gewéhit. Die
Nachrechnung hitte theoretisch auch verschiebungsgesteuert erfolgen kénnen. In
dem vorliegenden Fall ist aber eine Berechnung als ebenes Problem mit o, und o,
(vgl. Bild 4.19;) als Belastung giinstiger, da bei den implementierten Konvergenz-
kriterien (Verschiebungskriterium und Energiekriterium) und einer Vorgabe von
nahezu allen Verformungen die vorgegebenen Toleranzwerte (vgl. Gleichungen
{4.11) und (4.12)) nur eine geringe Aussagekraft haben. Durch die Wahl einer fei-
nen Diskretisierung hiitte dieser Mangel verbessert werden konnen. Da fiir diesen
Stoffgesetztest aber wenige Elemente, im Grunde genommen sogar eines, ausrei-
chen, wurde die Laststeuerung gewihlt. Die Methode der finiten Elemente stellt
bei diesem Stoffgesetztest die Zeitintegration zur Verfiigung. Die Diskretigierung
erfolgte mit vier Elementen als ebenes Problem (g3 = 0).
Das Ergebnis dieser Nachrechnung sowie ein Vergleich mit den bei TOPOLNICKI
(1987) verwendeten Stoffmodellen ist in den nachfolgenden Bildern 4.20 und 4.21
dargestells. Die Ubereinstimmung fiir alle drei Modelle mit dem Versuch ist recht
gut. Die beiden Modelle SSM und RTM schneiden bei dem Vergleich insgesamt
besser ab als das fiir diese Arbeit entwickelte Zweiflichenmodell. Hierbei muf} aber
beachtet werden, da8 es sich bei den Pfaden fiir das SSM und RTM um Element-
tests, d.h. Nachrechnung fiir einen Spannungspunkt — ohne Finite Elemente
handelt. Die Spannungspfade fiir das entwickelte Zweiflichenmodell wurden mit
Finiten Elementen ermittelt, so daB auch Iteration, Gleichungslésung, etc. einen
EinfluB haben. Die Nachrechnung mit Finiten Elementen erfolgte mit insgesams
380 Zeit- bzw. Lastschritten fiir den gesamten Spannungspfad. Die Nachrechnung
der Spannungspfade fiir das Modell SSM und RTM wurde bei TOPOLNICKI mit
einer Finiten Differenzen-Berechnung durchgefiihrt. Fiir die verformungskontrol-
lierte Berechnung wurde dort eine Zeitintegration gemif

Xit1 = Xit+ X At (4.22)
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Bild 4.19: Biaxialversuch 307 von TOPOLNICKI (1987)
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Bild 4.20: Biaxialversuch von TOPOLNICKI (1987) im ¢y, o*-Diagramm

gewdhlt. x bedeutet hierbei eine beliebige Variable und At einen ausreichend
kleinen Zeitschritt. Fiir die bei TOPOLNICKI durchgefiihrten Berechnungen wurde
At = 0.001 gewshlt. Hierdurch ergibt sich bei Dehnungen von &; ~ 40% und
einer Dehnungsgeschwindigkeit von &= 0.5%/h, wie sie bei den Versuchen auf-
gebracht wurde, eine um zwei Zehnerpotenzen gréfiere Schrittzahl als fiir die Fi-
nite Elemente-Berechnung, was sich auf die Qualitit der Pfade naturgemif sehr
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Bild 4.21: Biaxialversuch von TOPOLNICKI (1987) im 0;,,0",¢*-Diagramm

giinstig auswirkt. Die geringere Anzahl von Schritten bei der Berechnung mit dem
entwickelten Modell und mit Finiten Elementen ist ein Pluspunkt, der strengge-
nommen in die Qualititsbetrachtung (Zeitintegration) mit einfliefen muf.



5 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden einige der materialunabhingigen Prinzipien,
welche bei einer Formulierung fiir groBen Verformungen (einschlielich grofer Ver-
zerrungen) zu erfiillen sind, zusammengefat. Ausgehend vom Prinzip der Ma-
-terialobjektivitat wurden mehrere Zeitableitungen (co-rotational stress rates) auf
ihre Tauglichkeit fiir das Material “Boden” untersucht. Die Vielfalt der in der
Literatur vorgeschlagenen Zeitableitungen zeigt, da8 die Objektivitit nicht die
einzige Eigenschaft ist, die man von einer Zeitableitung verlangen mu8. Physika-
lische motivierte Modellbildungen der mikromechanischen Verformungsmechanis-
men geben vielmehr Hinweise auf die zu verwendende Zeitableitung. Da “Béden”
ein sehr komplexes Medium darstellen und zudem mikromechanisch sehr unter-
schiedlich reagieren, erscheint es hier sinnvoll, eine vom Stoff unabhiingige Zeit-
ableitung zu wahlen. Von den stoffunabhingigen Zeitableitungen erscheint die
GREEN-NAGHDI-Ableitung, insbesondere bei dem verwendeten elasto-plastischen
Stoffgesetz, am geeignetsten. Sie zeigt ein physikalisch plausibles Verhalten fiir
elasto-plastische Stoffmodelle auch bei groBen Verzerrungen.

Aus den méglichen Stofftheorien wurde das Konzept der Plastizititstheorie
ausgewghlt. Dieses Konzept ist jedoch keineswegs die einzige Theorie, welche sich
fiir die Beschreibung von Boden eignet, es ist eine Moglichkeit und nicht a priori
die beste. Mit dem entwickelten elasto-plastischen Zweiflichenmodell mit isotro-
per und kinematischer Verfestigung lassen sich auch komplexe Spannungspfade
gut beschreiben. Durch die Einfithrung einer zweiten FlieBflsche, die auf MROZ
et al. zuriickgeht, kommt man auch bei Verformungsberechnungen unterhalb der
Traglast, d.h. unterhalb der “GrenzflieBfliche”, dem wirklichen Stoffverhalten
erheblich ngher.

Um konkrete Randwertprobleme mit groBen Verzerrungen 18sen zu kénnen,
muB das Stoffgesetz und der fiir groe Verzerrungen notwendige Algorithmus in
ein Finite Elemente-Programm implementiert werden. Beim Ubergang von einer
Geschwindigkeitsformulierung auf Inkremente, die bei der Methode der Finiten

11
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Elemente erforderlich sind, kommt die Numerik als wichtiger Punkt hinzu. Der
Vorteil der verwendeten Geschwindigkeitsformulierung ist darin zu sehen, daf man
sich, da alle Rechnungen auf der aktuellen Konfiguration abgewickelt werden, nicht
zu fiberlegen braucht, welche GrafBe auf welcher Konfiguration definiert ist.

In dieser Arbeit wurde eine Finite Elemente-Formulierung fiir grofie Deformatio-
nen auf nichtsymmetrische Matrizen, aufgrund einer nichtassoziierten FlieBregel
fir das Stoffgesetz, erweitert. Durch diese Vorarbeit war es moglich, den in der
Arbeitsgleichung auftauchenden nichtsymmetrischen Steifigkeitsterm auch auf der
“Steifigkeitsseite” zu berficksichtigen. Im Grenzfall, 2z.B. bei einem vollplastifi-
zierten Korper, verbessert dieser Term die Konditionierung der Steifigkeitsmatrix
entscheidend und erméglicht zum Teil dadurch {iberhaupt erst eine Lisung in
diesem Bereich. Unterhalb der Traglast ergeben sich bei einer wahlweisen Beriick-
sichtigung dieses Termes auf der Lastseite oder auf der Steifigkeitsscite keine Un-
terschiede, insbesondere deshalb, da dieser Term im allgemeinen zwei bis drei
GréBenordnungen kleiner als der symmetrische Hauptteil der Steifigkeit ist.

Die Finite Elemente-Formulierung und das Stoffgesetz wurden an Versuchen
getestet. Die Ubereinstimmung der errechneten Verformungen und Spannungen
war, in Anbetracht der Komplexitit der Spannungspfade, sehr gut. Da sowohl die
Messungen bei einem Versuch als auch die Finite Elemente-Berechnungen stets
mit einem Fehler behaftet sind, ware eine vollkommene Ubereinstimmung Zufall.

Trotz der guten Ubereinstimmung von Rechnung und Experiment ist das in
dieser Arbeit verwendete Stoffgesetz der Hauptpunkt, an dem zukinftige Modi-
fikationen angesetzt werden miissen. Aufgrund der Komplexitit des Materials
“Boden” sind praktisch alle Stoffgesetze fiir Boden einem laufenden Modifika-
tionsproze8 unterworfen. Ein wichtiger Punkt, welcher in dieser Arbeit nicht
beriicksichtigt wurde, ist z.B. die Betrachtung viskoser Effekte.
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7 Anhang

Einige im Text nicht niher erliuterte Umformungen werden im folgenden darge-
stellt.

7.1 Zerlegung des Geschwindigkeitsgradienten

Der Geschwindigkeitsgradient L wird in einen elastischen (reversiblen) und in
einen plastischen (irreversiblen) Anteil (vgl. Gleichung (2.33)) zerlegt. Fiir den
Geschwindigkeitsgradienten L gilt:

L =FF! (1.1)
Mit Hilfe des Produktansatzes F = F. F, fiir den Deformationsgradienten folgt:
L = (F.F)(F.FR)"

F. F(F.F,)" +F. F, (F.F,)" (12)
Mit (F.F,)™! = F,”'F,™ ergibt sich:

L = F.FFF'+F.F,FF"

F.F ' + F. F, F,'F,™

=L = L. +L, (7.3)
mit
[ L]
L.=F.F' wud L,=F.F,F,~'F." (7.4)
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7.2 Forderungen an objektive Zeitableitungen

Die geeeignete mitrotierende Zeitableitung wurde im Abschnitt 2.2 durch eine
physikalisch motivierte Wahl von Direktorensystemen, die dem Prinzip der Mate-
rialobjektivitit (vgl. Gleichung (2.18)) entsprechend zulissig sein miissen, festge-

legt. Mit & als allgemeinem Symbol fiir mitrotierende Zeitableitungen folgt (vgl.
Gleichung (2.20):

&= GeHT, 5= G o(H") (7.5)

Setzt man diese beiden Gleichungen ineinander ein, so folgt:

& = GG le(H))H"
$ = GG o(HWHT + GG & (HYHT + GG-'o(H~ ' HT
¥ = GG~ o+ & +o(H)THT (1.6)

Definiert man die Rotationsgeschwindigkeitstensoren K¢ und Ky wie folgt:
G=KsG sowie H=KyH (17)

so ergibt sich als allgemeine Form der mitrotierenden und objektiven Zeitablei-
tungen:
v »

¢=0-Kgo—oKy” (7.8)
Die physikalische Motivation und die Einschrinkung des Objektivititsprinzips,
insbesondere wegen der Probleme mit der Aufteilung einer Bewegung in Deforma-
tions- und Rotationsanteile, laufen nicht auf eine eindeutige Zeitableitung hinaus.
Um aus der Vielfalt der vorgeschlagenen Zeitableitungen sinnvollere und weniger
sinnvolle Zeitableitungen auszuwahlen, dienen die folgenden Kriterien:

o st &= 0, so sollen die Invarianten Iy, I;, I von ¢ fiir beliebige Tensoren o
stationir bleiben. Alle Invarianten von o lassen sich aus den drei Invarianten

S = o-1

Jo = lc..a
T2

J3 = %c’--o‘

errechnen. Hieraus folgt:

ho=1.8
hh = o8
..73 = 0’2--5'
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Verallgemeinert mu8 also fiir & = 0
Flo)-- 6=0 (7.9)
erfiillt werden. Aus & = 0 folgt:
o= Kgo+oKyT , (7.10)
so daB sich wegen der Kommutativitéit des doppelt skalaren Produktes
[ef(e)-(Ke+Kg")=0 (7.11)
ergibt. Weil dies fiir alle & gelten mu8, folgt:
Ky=-KgT (7.12)
Die Invarianzbedingung fordert somit Zeitableitungen der Form:

7 =6-(Kgo—oKg) (7.13)

¢ Fiir Tensoren o, die symmetrisch sind und es auch bleiben, d.h. o = o7,

T
&=6", soll auch die mitrotierende Zeitableitung symmetrisch sein: & = & .
Transponiert man Gleichung (7.8) und zieht dies von Gleichung (7.8) ab,
folgt unter Beachtung der Bedingungen der Symmetrieerhaltung (o = o7):

o(KeT -~ KyT)— (Kg - Ky)o =0 (7.14)

Fithrt man die Abkiirzung X = (Kg — Kg) ein, so folgt nach Aufteilung
von X in einen symmetrischen und einen antimetrischen Anteil:

eX’'—X’¢ = -o(X*) + X0
= oX*+ X% (7.15)
Dieses Problem 148t sich als
B=AX +XA (7.16)

darstellen. Fiir antimetrische B, symmetrische A zwingt dieser Ansatz der
Unbekannten X Antimetrie auf. Die Losung fiir dieses Problem ist bei
STICKFORTH (1983) angegeben und lautet:

- 1 ip o
X = 2(hI - I) [(11+Ia)B+IlzaA BA

+ABA - I(A™'B+ BA™) - L(AB + BA)| (1.17)
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I, I, I stellen wie oben die Invarianten von & dar und es gilt:

A =0
und
B = ¢eX'-X’0

o1 148t sich iiber das Cayley-Hamiltonsche Theorem,
ol = Il(a2 —Lo+hl), (7.18)
3
ermitteln, so daf folgt:

X =iy (B +D)(eX’ - X'0)
+ Lo Y (eX" - Xto)o!
+ o(oX* - X'o)o
- I [a‘l(trX' —-X'o)+(eX"— X'o’)a"]
— Le(e X’ - X0)+ (X' - X'o)o ]} (7.19)

X =ﬁl:_—lﬁ {(If-}-lz)(dX'—X'U)

%(d’z - Ilﬂ + IQI)X'

+ o0 X% —o X0’ - X"+ X"*
+ %(62 —Lie+L1)X'0 — —?a‘X'(cr2 ~ Lo+ L1)
3 3
- [o”X' —oX'0c+oX'o— X'c’] } (7.20)

+ I}—L"x'(a2 —Lo+L1)—
3

X* =gy {B(eX'-X'0)+hoX' - LX's
+ L X'e?-I!X’0 + L LX*
- I102X' + Iild’X' -LLX?
+ o' X0 —oX'c*+ 0’ X0
—LeXc+LX'c-oX’0*+ LoX'0— LoX'*
- Lo*X* + hoX’0 —LoX'oc + [ X'a?}  (7.21)

X =gy {BEeX'-X'0)
+ L(X'a? - 0*X*) + 0 X*0 — 0 X°0%} (7.22)

Fiir vorgegebene X ist X°® nach Gleichung (7.22) eindeutig bestimmt, je-
doch von o selbst abhiingig. Die Symmetrieerhaltung soll aber fiir alle sym-
metrischen Tensoren o gelten, so dafl die geschweifte Klammer in Gleichung
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(7.22) von o unabhéngig sein mu8. Dies gelingt, wie man durch Koeffizien-
tenvergleich feststellt, nur fiir X* = 0 und fiir (¢ X* — X°o) = 0, was einen
Kugelanteil @ - 1 liefert, so dal X = - 1 die einzige von o unabhiingige
Lisung von Gleichung (7.22) ist. Die Symmetrieerhaltung erfordert also

Ke=Ky+a-1 (7.23)

Beide Forderungen zusammen lassen somit nur noch antimetrische Rotationsge-
schwindigkeitstensoren K¢ und ein einheitliches Direktorensystem fiir beide Indi-
zes zu. Es gilt also:

Kg=Kyg=-Kg*¥ (7.24)
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7.3 Ableitung der nichtsymmetrischen Steifig-
keitsterme (Geometrieterme)

Ausgehend von von den Gleichgewichtsbedingungen (vgl. Gleichung (4.3))
§We — MV o - SLdetF d“V]' =0, (7.25)
wobei § nur auf die Geschwindigkeiten wirkt, folgt:
L , [5 - SLdetF + o - (SLYdetF + o - SL(detF)| &'V = 6 We . (7.26)
Fiir (detF)* gilt nach STICKFORTH (1983):

(detF) = detF-Fl.. F=detF- F..F' = detFuV Qv
(detF)* = detFdivo (1.27)

Es ergibt sich somit:

5 Wes

[v [t.’ --6L+o-(6L) +o- -6Ldivv] av
= [V [5--6D+0-(bL) + (adivo) - SL] AV = § We  (1.28)

Hierbei ist die Ableitung des Geschwindigkeitsgradienten (6L)* erforderlich. Fir
(V ® 6v)* gilt (vgl. STICKFORTH, 1983):

(V@ bv)

5 4 .
(8 ® ﬁ;&:)

" @bv .+ e (bv,) ,

wobei ¢* die materieflen Koordinaten sind. év sei nun eine zeitunabhingige Va-
riation, so daBl mit (§v .)* = O folgt:

(Ve év) —v" et ® du,
v, Re. e’ Rbv,

= -Vuv -V (7.29)

Fir (6L)* gilt somit:
(5LY"

(V & sv)")"

—(V@uv- V@)

—(V@ )T (Vo)

(6L = -6L-L (7.30)
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Mit o --(6L - L) = & - (L6 L7) (Symmetrie von &) ergibt sich dann:
[V [6--6D -0 (LT6L7) + divoo- L] AV =6 W= (7.31)

Die Terme & --(LTLT) und dive o - -6 D liefern unsymmetrische Matrizen, welche
im folgenden abgeleitet werden.
Fiir den ersten Term folgt:
z=0 -(LTLT) =0- (V@ v)- (Ve bv) (7.32)

v seien die Verschiebungsinkremente oder Geschwindigkeiten und w enthalte die
Komponenten von V ® », éw die von V ® év.

w7 = (v1,1,v12, 02,1, 022, Va3) (7.33)
Analog zu Gleichung (7.33) ergibt sich 6w, so da gilt:
z = wT Abw (7.34)
Fiir die Berechnung von A folgt:

z=0-(Vov) (V®év)=

vy v2; O Suig vy O
|t v O Snip v O

0 0 V3,3 0 0 603'3
V1,160, + 12,0012 V116V + va1602 0
= o | v120v11 + v920v12 v1,2002,1 + V226022 0 (7.35)
0 0 v3,36v33

Fiir o gilt im rotationssymmetrischen Fall mit o12 = oy;:
on o 0
o=|o1z o 0
0 0 033
=0-(V@v)- (VR )=

= oulvabng + 21801 + 012 [v1,26011 + 22601 4]
+ 012 [V1,16v21 + v210va2) + 022 [v1,26v3,1 + va,26va0)

+ 033 [v3,3603,3] (7.36)
6‘!71,1
o2

z = [v1,1,01,2, 92,1, V2,2, v3,3) A | Svay (7.37)
602,2

bvss
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bui Andvry + Apbvya + Ar3bvay + Arafvag + Arsduss
dvy 2 Ag16v11 + Anzbuy 2 + Aazbvzy + Azqbuz 2 + Azsbusz
A | buyy | = | Anbvig + Assbvrg + Azsbng + Asabva + Assbuss (7.38)
bug.2 Anbvig + Apbvig + Awrbvay + Aubvag + Agsbusz
dvsa Ag18v11 + Asabvne + Asabvay + Asebvaz + Assbuss
z = v [Anduig + Ai2dvig + Aigbvay + Andvag + Arsbusg)

+ 2 [Andvig + Anbvrs + Assbua + A2ibva + A2sbuas)
+ vp1 [Anbv1 + As20v1,2 + Azsbuan + Asebva + Assdva )
+ o2 [Aabvi + Aeabvia + Abuag + Aubvag + Asbus)
+ vaz[A58v1) + As2bvr2 + Asabvzy + Asabvas + Assvas] (7.39)

Durch Koeffizientenvergleich folgt:

cn 0 o012 O 0
g 0 o2 O 0
A= 0 o1 0 dq12 0 (740)
0 712 0 a2 0
0 0 0 0 033

Fiir den zweiten Term folgt:

y =divweo - 6L = w” Béw (7.41)
on o1z 0 vy vz O
o--6L = o1 09 0 502'1 5!’2,2 0 (7.42)
0 0 33 0 0 6!)3,3
o - 6L = o161 + 012623 + 0126013 + 0226022 + 033633 (7.43)
Mit
dive = vy +v22 + v33 (7.44)
folgt:
diveo - L = (7.45)

[v11 + 022 + vaa] (0116011 + O126021 + 0126012 + 0228V22 + T33603 3]

Analog zum ersten Term folgt durch Koeffizientenvergleich:

o1 o2 012 022 033
0 0 0 0 0
B=| 0 0 0 0 0 (7.46)
011 O12 012 022 033
Ol 012 012 022 033
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Die Subtraktion B — A liefert nun die gesuchte Matrix fiir beide unsymmetri-
schen Terme zusammen:

0 T12 0 O22 U033
—012 0 —0a3 0 0
B-A= 0 —01 0 -2 0 (7.47)
on 0 o2 0 o
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