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Von allen mdglichen Bruchmechanismen wird derjenige maBgebend, fiir den die
Arbeit ﬁ zu einem Minimum wird.

Definiert man diese Arbeit A als Zielfunktion f, also

A ~ =
A-E (@sTe A0TsT) = G s (3.2.10)

bzw. mit Glg.(3.2.8)2
f=D-A (3.2.11)

so ergibt sich die maBgebende Bruchgeometrie mit den zugehdrigen Krdften und
den dazu kompatiblen Verschiebungen aus

£ = min f(x) (3.2.12)

wobei die kartesischen Koordinaten der variablen Elementknoten die kinemati-
schen Freiheitsgrade (x) darstellen.

Aus der Voraussetzung, daB trotz beliebig unterschiedlicher Dilatanzwinkel in
der maBgebenden Bruchgeometrie stets gleiche Relativverschiebungsrichtungen
auftreten sollen, resultiert auch stets dieselbe Statik.

Ein theoretischer Beweis fiir die Allgemeingiiltigkeit dieser Voraussetzung
fehlt.(Die bisher vom Verfasser untersuchten Beispiele bestdtigen sie aller-
dings. Eine gezielte Untersuchung erfolgte nichtl Sie wird im folgenden als
Arbeitshypothese eingesetzt.

Bei Gultigkeit der Voraussetzung folgt unter Beachtung von Glg.(3.2.10), daR
die Losung von der FlieBregel unabhdngig sein muB. Daraus folgt weiter, daf
die in Abschnitt 1. zitierte Normalitdt keine Voraussetzung fiir die Glltigkeit
der Grenzwertsdtze sein kann.

Auf jeden Fall sind diese Aussagen fir eine grofe Problemklasse (ebene Proble-
me ohne kinematischen Zwang) haltbar, wenn moglicherweise auch nicht fir alle.

Aus den unterschiedlichen Gln.(3.2.10) und (3.2.11) bieten sich im Zusammen-
hang mit der FlieBregel unterschiedliche Rechenverfahren an.

a.
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FlieBregel ohne Dilatanz, also ¢=0 (Volumenkonstanz)

Als Zielfunktion wird G1g.(3.2.10) gewahlt. Die Berechnung der inneren
Arbeiten ist nicht erforderlich. Ermittelt werden miissen die Kinematik,
bzw. nur die Richtungsvorzeichen, die Statik und die &uBere Arbeit.

FlieBregel mit maximaler Dilatanz, also ¢=¢

Wird als Zielfunktion Glg.(3.2.11) gewdhlt, so reduziert sich der Rechen-
aufwand sehr, da nach Glg.(3.2.7) zur Ermittlung der Dissipation die Be-
rechnung der Q-krdafte entfallen kann; d.h. es miissen wie sonst die Kine-
matik. von der Statik jedoch nur die Krdfte PF, CS und US ermittelt
werdan,um daraus durch Multiplikation die innere Arbeit berechnen zu kén-
nen.

S0 rechengiinstig und optimal formuliert dieses Vorgehen zunichst erschei-
nen mag, es ist in Wirklichkeit problematisch. Wegen fehlender Ermittlung
der vollstdndigen Statik kann die Zuldssigkeit der zum Bruchmechanismus
gehorigen Gleichgewichtskrdfte - nadmlich ohne Zugkrdfte- nicht nachgewie-
sen werden. Damit kann die Ldsung falsch sein.

Aufgrund der einfachen Statik eignet sich diese FlieBregel zur Entwick-
lung von analytisch integrierbaren Lésungen, Vollenweider (1970).

FlieRregel mit beliebiger Dilatanz oder Kontraktanz

Als Zielfunktion kann ohne besondere Vor- oder Nachteile Glg.(3.2.10)
oder auch (3.2.11) verwendet werden.

. Standsicherheitsprobleme

Fir Standsicherheitsprobleme onne bruchverursachende Randlasten ist A =0,
d.h. es muB gelten D = A. Dies kann nur dadurch erreicht werden, daB eine
oder mehrere Bruchursachen angenommen werden, Goldscheider (1979). Nach
Festlegung der Bruchursache(n) lassen sich dadurch zusdtzliche Krdfte be-
stimmen, die das Gleichgewicht herstellen.

Gilt z.B. als Bruchursache eine gfé?cﬁmaﬁige Reduktion der maximal mog-

lichen Scherfestigkeit t auf = in allen Fugen. so erhdlt man als

mob
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Sicherheitsdefinition die bekannte Fellenius-Regel 3.3 Diskretisierungsfehler und Momentenbedingung
Die KEM gestattet die Beriicksichtigung der Bruchformen Linienbruch und Zonen-
bruch. Im ersten Fall werden die moglicherweise real gekrimmten Bruchlinien
durch Geraden approximiert, im zweiten Fall kann ein Zonenbruchbereich durch
Feinunterteilung angendhert werden. Im allgemeinen wird sich die Aufteilung
des Kontinuums in diskrete Elemente auf das Ergebnis, ndmlich auf die maB-
gebende Bruchform und die zugehorende Kréfteverteilung auswirken. Inwieweit
sich die Diskretisierungsfehler speziell auf die Statik auswirken kénnen.

Fo = ts/smob = Ts/Ts,mob = Ds/Ds mob (3.2:73)

Sie kann identisch aus der von Goldscheider (1979) fiur beliebige Bruchur-
sachen eingefiihrten allgemeinen Sicherheitsdefinition

FS = D/A (3.2.14)

abgeleitet werden. soll im folgenden exemplarisch untersucht werden.

Da i.a. die Sicherheit nicht explizit ermittelt werden kann. ist eine F- Linie
- meist schnell konvergierende - Iterationsrechnung erforderlich. Als © ’ __ R- Linie (Randbruchlinie)
Zielfunktion wird dann zweckmdRigerweise die Sicherheit gewdhlt, die
minimiert werden muB.

Q- Linie (Quer zu Randbruchlinie)

Wird hingegen als Bruchursache eine einzelne Lasterhthung, z.B. eine Fun-
P- Linie (" Egrallel" bzw. benachbart zur

damentbelastung angenommen, so kann die Iteration entfallen, da diese Randbruchlinie)

Last stets explizit angegeben werden kann.
N- Linie (Nachgiebige Randbruchlinie)
Das Fundament mit seiner dem Boden gegenueber relativ starren Konstruk-

tion muB jedoch wirklich vorhanden sein, da sonst bei der Variation der Bild 3.3.1 Prioritdt der Bruchlinien

Geometrie eine nur gedachte Fundamentbreite zur Breite O degeneriert '
(Ochmann). .

Zunichst sei der EinfluB der Einteilung nur im Hinblick auf die Krdfte, erst
anschlieRend im Hinblick auf die Momente betrachtet.

Unter Vorgriff auf die Ergebnisse der bisher untersuchten homogenen Traglast-
probleme (s.a. Abschnitt 6) kdnnen folgende SchluBfolgerungen formuliert wer-
den:

1. Dominierend ist stets der EinfluR der Form der duBersten durchgehenden
Randbruchlinie R (s. Bild 3.3.1).

2. Den nidchst grdoRten EinfluB haben Anzahl und Lage der dazu quer verlau-
fenden Bruchlinien Qi‘

3. Untergeordneter dazu ist meist der EinfluB der zur Randbruchlinie "paral-
lel" liegenden Bruchlinien Pi'

4. Der Grad der notwendigen Feinunterteilung ist abhdngig von der GrdBe der
Richtungsdnderungen der inneren Krdfte, allgemeiner gesagt, der Haupt-
spannungen, und der Grdfe der Scher-. Wand- oder Sohlreibungswinkel.

5. Die feinste Unterteilung ergibt meist die kleinste Zielfunktion (sofern
als duBere Arbeit definiert).




Daraus folgt fir die praktische Anwendung bei Uberwiegend homogenen Problemen:

6. Aktive Erddruckprobleme mit 1.a. geringen Hauptspannnungsrichtungsdnde-
rungen kénnen meist mit wenigen Elementen und ohne P- Linien diskretisiert
werden (z.B. 1 bis 4 Elemente).

7. Passive Erddruckprobleme erfordern schon eine etwas feinere Diskretisie-
rung {z.B. 2 bis 6 Elemente bei ggfs. einer P-Linie).

8. Grundbruchprobleme sollten noch feiner unterteilt werden (3 bis 8 Ele-
mente bei ggfs. einer P- Linie).

9. Bei noch grdReren Hauptspannnungsrichtungsanderungen wie "Pfahlumstromung"
infolge von horizontalem Kleischub ist eine weitere Verfeinerung erforder-
lich.

10. Bei freien Boschungsproblemen geniigt i.a. eine Querunterteilung; wird eine
vertikale Quereinteilung bei gleichzeitiger Vernachldssigung der Schub-
krdfte in den inneren Bruchlinien angenommen, entspricht das Ergebnis der
Standsicherheitsberechnung nach Janbu (1954).

11. Bei groBen Scherwinkeln ist i.a. eine feinere Einteilung erforderlich
als bei kleinen,um die gleiche Genauigkeit zu erzielen.

Wenn diese Diskretisierungsempfehlungen eingehalten werden und wenn vor allem
die Geometrie ausreichend vollsténdig variiert wird, ergibt sich ein Dis-
kretisierungsfehler im Hinblick auf die Zielfunktion, der i.a. zwischen 20%
und 2% liegen diirfte, allerdings auf der unsicheren Seite. Hinzugefiigt werden
soll der Hinweis, daB einer ausreichenden Variation eines nur grob diskreti-
sierten Problems stets der Vorzug vor einer Feinunterteilung mit unzureichen-
der Variation gegeben werden sollte.

Die bisherige statische Betrachtungsweise ging davon aus, daB die Momentenbe-
dingung keine fiir das Ergebnis wesentliche Information leisten kann. Diese
Aussage muB ergdnzt werden, denn sie scheint an die bisher nicht explizit an-
gegebene Voraussetzung gebunden zu sein, daB die einzelnen Bruchlinienkanten
eines Elements einigermaBen vergleichbare Ldngen aufweisen. Nur dann namlich
kannen die Angriffspunkte der Normalkrdfte stets so verschoben werden, daB das
Momentengleichgewicht eines Elements und damit aller Elemente immer exakt ein-
gehalten werden kann. DaB dies bei MiBachtung der ElementgréiBen zu beacht-
lichen Fehlern fihren kann, sei durch folgenden, allerdings etwas akademischen
Vergleich demonstriert:

o

- Wenn als Randbruchlinie beim Grundbruchproblem eines gewichtslosen Cym

Bodens (also ?,=0;  v=0) ein Halbkreis angenommen wird und dabei die innere
Diskretisierung nur durch radiale Q- Linie gemdB Bild 3.3.2 erfolgt, so er-
gibt sich fiir die bezogene Grundbruchlast bzw. den Tragfdhigkeitsbeiwert der
bekannte Wert Nc= 2n als Grenzwert einer so vorgenommenen Feinuntertei-
lung. (Den exakten Wert N.= 2+n  erhdlt man nur bei Diskretisierung der
Randbruchlinie mit Geraden und Viertelkreis). Die Kontrolle des Ergebnisses
iber die globale Momentenbedingung liefert

y
—PB = aBc B
2 i u
bzw. (3.3.1)
Pe
= T 2x¢, = Nec,

Kinematik nicht
variiert

Bild 3.3.2

Normalspannungsverlauf beim Grundbruchproblem ( % Bdden)




Die resultierende Bruchlast wurde hier stillschweigend als mittig stehend.
bzw. die Spannungsverteilung auf die Fundamentsohle als symmetrisch ange-
nommen. Wenn man aus dem KEM- Ergebnis der K%afte die Normalspannungsver-
teilung in der Randbruchlinie konstruiert, so ergibt sich fiir ein beliebiges
Element, daB die Momentenbedingung genau dann eingehalten ist, wenn die
Normalkrdfte auf die Elementseiten steis in Kantenmitte wirken.

Diesem realen Beispiel soll das fiktive Problem gegeniiber gestellt werden, daB
die Kohdsion nur in der Randbruchlinie, nicht aber in den (- Linien wirke. Man
erhdlt mit der KEM ein zundchst verbliiffendes Ergebnis: der Tragfihigkeifshei~
wert NC sinkt auf chn » also auf den halben Wert wie beim vorherigen
Problem. Die Kontrelle iiber die globale Momentenbedingung zeigt. daB die
Bruchlast jetzt am Fundamentrand stehen midte, Die Kontrolle iber die Einzel-
elemente ergibt entsprechend, daB zwar die Normalkrdfte in der Randbruchlinie
wie bisher mittig stehen, daB aber die Normalkrdfte auf die Q- Linien eben-
falls am Rande stehen miissen, um dberail das Momentengleichgewicht zu gewdhr-
leisten,

Unabhdngig von den verschiedenen Interpretationsmiglichkeiten dieser Ergeb-
nisse zeigt es sich, daB hier die Momentenbedingung sehr wohl eine wesentliche
Information liefern kann. Dieses Ergebnis wird gestiitzt durch Erfahrungen mit
verschiedenen Lamellenverfahren beim Standsicherheitsnachweis von Bdschungen,
siehe z.B. (bersichten von Woldt (1977) und GuRmann (1978). .

Nach Ansicht des Verfassers diirfte dieses Problem der unginstigen Element-
seitenverhdltnisse im Zusammenhang mit der Momentenbedingung bzw. der "Span-

nungsverteilung" am AuBenrand R und am nachgiebigen Rand N bei Variation der
Bruchgeometrie noch nicht abschlieBend gekldrt sein.
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4. Das rdumliche Problem

Das rdumliche Problem der Ermittlung des maBgebenden Grenzzustandes in Bdden
ist bisher nur in einigen wenigen Sonderfdllen bzw. nur mit zum Teil sehr
weitreichenden Vereinfachungen gelungen; so gibt es z.B. Losungen von

Hoek/Bray (1977) und Jinnan (1985) fiir keilformige Felsrutschungen, oder von
Azzouz/Balligh (1976), Hovland (1977) und Herzog (1981) fir Boschungen. Auf die
Auswirkung der Vernachldssigung der Lamellenseitenkrdfte - die beiden letzten
Verfahren setzen dies voraus - weisen Azzouz/Balligh (1978) in einer Zuschrift
hin. Eine befriedigende Ldsung des rdumlichen Problems gibt es meiner Kenntnis
nach bis jetzt noch nicht.

Das bisher aufgezeigte Losungsverfahren fiir ebene Probleme 1dft jedoch erwarten,
daB eine Erweiterung der KEM auf drei Dimensionen méglich sein sollte.

Die Ergebnisse der folgenden Abschnitte 4.2 und 4.3 haben diese Erwartung be-
stdtigt. Allerdings war eine formale Erweiterung der 2-D-L&sung zur 3-D-Lésung
nicht durchfiihrbar, sondern Geometrie, Kinematik und Statik muBten neu und
teilweise anders formuliert werden.

Dabei fiihrte die Beriicksichtigung der Dilatanz in der Kinematik auf ein System
von quadratischen Gleichungen mit gemischten Gliedern, das im allgemeinen Fall
kaum effizient geldst werden kann.

Ohne Dilatanz ist die Kinematik jedoch iiber ein lineares Gleichungssystem dar-
stellbar und somit gut losbar.

Die Statik 148t sich ebenfalls wieder auf die Losung eines linearen Gleichungs-
system zuriickfiihren.

Damit ist die in diesem Abschnitt gewdhlte Formulierung auch fiir ebene Probleme
geeignet. Eine alternative Darstellung des ebenen Problems - gegenilber der in
Abschnitt 3 angegebenen Losung - wird explizit nicht angeschrieben. Sie ist je-
doch durch Weglassen aller Glieder der dritten Dimension sofort einfach ableit-
bar.

4.1 Geometrie

Die Beschreibung der Geometrie eines rdumlichen Problems kann auf die Grundform
Tetraeder des allgemeinen Elements reduziert werden, da sich dieses - als
Polyeder - stets aus der Grundform zusammensetzen l&Rt.

Die Elemente werden beliebig nummeriert, ebenso die Eckpunkte. Die Lage der
Eckpunkte wird durch ein kartesisches Koordinatensystem mit den Achsen x, y
und z festgelegt.




Die fir Kinematik und Statik erforderlichen Formeln zur Ermittlung von
Flachen eines Dreiecks, Volumen eines Tetraeders, Linge eines Vektors und die
Gleichung einer Ebene werden im folgenden ohne Ableitung angegeben.

Fldcheninhalt eines Dreiecks mit den Eckpunkten Pi (xi,yi,zi) 7

1
)a211221x;12>ay112 (4.1.1)
F= 4 o2 1 12 % 1] 1% % 1
2 oz 117z % 1|7 |% %t
Volumen eines Tetraeders :
lx v 2 1 {4.1.2)
y= A % ¥ Z |
1] Y ¥z 1
X ¥ Z 1
Ist V=0, so liegen alle vier Punkte in einer Ebene.
Ldnge eines Vektors:
d= |v1’2] von P, nach P, : :
d=\/{(><2-x1 ) (-%0? + 1% ~5)% (4.1.3)
Gleichung einer Ebene:
x y z 1 (4.1.4)
xl. yl Z:I. 1 =0
X Y2 Zp 1
X ¥ 3 1
bzw. nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassung :
AX + By +Cz+D=0 (4.1.4)

Zur Kennzeichnung der dreidimensionalen Polyederflédchen ist die Einfiihrung
der duBeren Fldchennormalen als Einheitsvektor {no} mit den Richtungskosinus
{l=cose ; m=cosg ; n=cosy} zweckmdBig; die Winkel «,B und vy kennzeichnen hier-

bei die Winkel zwischen der Fldchennormalen und der positiven x,y oder z-Achse.

Die Hesse'sche Normalform von Gleichung (4.1.4)* ergibt sich damit zu:

Ix+my+nz-p=20 (4.1.4)*
wobei gilt:

A B c
] = sy M = s N =
W W W (4.1.5)

W = sign(-D) (A2 + 82 + 62)0'5

o
"
1
=Ho
-
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12 +ml 4 n2 =1

p kennzeichnet den Abstand der Ebene vom Nullpunkt in positiver Normalen-
richtung.

Die eindeutige Zuordnung der &uBeren Flachennormalen zum Element erfordet eine
weitere Kennzeichnung der Richtungswinkel. Sie wird durch Indices fiir die Ele-
mente vorgenommen.

Bild 4.1 AuBere Fldchannormale

GemaR Bild 4.1 bezeichnet @o/f den Winkel der duBeren Fldchennormalen {ne/f}
des Elements f mit angrenzendem Element e zur positiven x-Achse (entsprechendes
gilt fir die Winkel Bosf UNd ye/f).
Damit gilt :

{ne/f} =1 le/f H me/f 3 ne/f } = _{"f/e} (4.1.6)

U-lese 3Mese i-Nese )
4.2 Kinematik

Zundchst stellt die Diskretisierung des Kontinuums eines zu lésenden Randwert-
problems in durch ebene Fldchen begrenzte rdumliche, kinematische Elemente
(Polyeder) - oder einfacher: die Entwicklung eines geeigneten riumlichen Bruch-
mechanismus - eine nicht zu unterschdtzende Aufgabe dar. Als Strategie kann
vorerst nur vorgeschlagen werden, einen den kinematischen Randbedingungen ange-
paBten Bruchmechanismus aus wenigen Tetraedern zu entwerfen, ihn auf seine
kinematische und statische Losbarkeit zu Uberpriifen und ihn dann ggfs. zu
verfeinern, durch Teilung und/oder Erweiterung in weitere Elemente. Ein

solcher Mechanismus wird im folgenden vorausgesetzt.

Als Unbekannte werden die Absolutverschiebungskomponenten

{vfi}={vfi,vfj,v£i

X Yy }
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e Eleens fi EmgEIITRY (T TR R R SRR Der Grundgedanke der Losung besteht darin, die kartesischen Komponenten der

Relativverschiebungsvektoren {Vc/f}’ {Vd/f} und {Ve/f} zundchst in ihre
jeweiligen Normalenrichtungen {”c/f}’ {"d/f} und {ne/f} Zu zerlegen,
die Relativverschiebungskomponenten wieder in Absolutverschiebungskomponenten

Die Gesamtkinematik 14Bt sich auf die Grundaufgabe reduzieren, die Absolutver-
schiebung {vf} eines Elements f zu ermitteln, wenn die Absolutver-
schiebungen Wy, {vd} und {v®} dreier angrenzender Elemente ¢, d und e

: . . . . f .f
als zunichst bekannt vorausgesetzt werden. agfzuspalten und so drei Gleichungen fir die drei Unbekannten v, , Yy und
v, 2u erhalten.
Aus der zeichnerischen Darstellung des ebenen Problems nach Bild (4.2) und
(4.3) 148t sich ohne Schwierigkeit auch die entsprechende dreidimensionale Fur {v.,¢} gilt nach Zerlegung in positiver {nC/f}'RlChtqu:
Lésung ableiten. sy §
g ableite Vesfox SO2f/c + Vese,y COBesc * Vesg g COSYescT Ve (4.2.1)
bzw. mit Glg. (4.1.6):
N
-
Ve/f,x COSeese * Vese y COSB /¢ + Ve/f.z SO e/e Vst (4.2.2)
Mit demNDilatanzwinkel ¢c/f gilt:
¢ . .
Vese= Vesel simeye (4.2.3)
woraus mit Glg. (4.1.2) folgt:
c ;.2 2 2 0.5 _.
Vc/f‘(vc/f,x + Vc/f,y + Vc/f,z) Slﬂﬁc/f (4.2.4)

Nach Einsetzen von Glg. (4.2.4) in (4.2.2) ergibt sich nach Quadrierung und Um-

urspringliche Lage verschobene Lage Kinematik des Elements f
stellung:
- | | 2 2 ;2 2 2 in?
Bild 4.2 Kinematik Vere x (€0 ec gSINT0 p) + Ve g (COSTBE g-sTNT0 0 )+ (4250
2

2 .
Weit 21908 eS0T ) + 2 (o, P08 0SB pp

+chf,yvc/f,zcossc/fcos7c/f + VC/f,zvc/f’xCOSTc/fCOSuc/f) =0

Geometrisch interpretiert stellt diese Gleichung eine Kegelfldche mit dem
Offnungswinkel (x-2¢clf) und der Normalen {"c/f} als Achsen dar: dem geo-
metrischen Ort aller - von c aus gesehen - mdglichen Relativverschiebungsvek-
toren {vc/f}.

Ohne die entsprechenden Gleichungen fiir {vd/f} und {Ve/f} anzuschreiben,

ist sofort ersichtlich, daB die gesuchte L&sung geometrisch als Schnitt von
drei Kegelfldchen bzw. mathematisch durch Lésen von quadratischen Gleichungen
mit gemischten Gliedern gefunden werden kann. Weiter missen die Schnittpunkte

. . - bei vorgegebener Dilatanz - auf ihre Zuldssigkeit iberprift werden.
Bild 4.3 Kinematik - Beziehung e 4 P
bei Dilatanz




= B

Da diese Losungsart duBerst aufwendig ist, wird im folgenden auf die Beriick-
sichtigung einer Dilatanz verzichtet, wodurch sich die Ldsung wieder verein-
facht.

Angemerkt sei noch, daB sich fiir das ebene Problem Glg.(4.2.5) als Produkt
von zwei Klammerausdriicken mit linearen Gliedern umformen 14Bt, die sich nur
durch Terme (a+¢) und («~) usw. unterscheiden. Von den vier durch lineare
Gleichungen zu ermittelnden Lésungspunkten ist stets nur einer im zuldssigen
Gebiet. Beim rdumlichen Problem ist eine solche Aufspaltung nicht moglich.

Fiir ¢=0 erhdlt man aus Glg.(4.2.2) mit

I o 4.2.6
vc/f,x = Yy ot Yy ( )
e B
VC/f,y = V¥ Vy'n
_ o 4G
Vepr s 5 V5 = Mae

und unter Beriicksichtigung von Glg.(4.1.6):

f f f c ¢ ¢ _ 4.2.7
LoseVx * Meye¥y + NeseVz * LegcVy * Mepcy * MepcYz 0 ( )
und entsprechend aus {Vd/f} und {Ve/f} >

f f f d d d_
Lase¥x * MaseVy * Mage¥z * Lesd¥x * Mesd¥y * Merd¥z = O

f f f e e e_
le/fvx + me/fvy + 0o Vgt lf/evx + mf/evy + NesaVy 0
Liegt das Element f an einem starren Rand (= Element 0) an, so gilt:

[« PO P - 4.2.8)
vy =0 vy 0;v,=0. (
Fiir ein Element f an einem nachgiebigen Rand nf mit vorgegebenen Verschiebungs-
vektor {V"} gilt mit 6lg.(4.2.1)

N N

~nf ~nf ~nf 2.9
Yornf =V = Leme¥x * MesneYy * Pe/ne'z (4.2.9)

Entsprechend der Zuordnung der einzelnen Polyeder zueinander 1dRt sich die Ki-
nematik des globalen Systems durch das lineare Gleichungssystem

(k] v+ -0 (4.2.10)
darstellen, wobei

(x,] die Richtungskosinus der &uBeren Flichennormalen mit maximal
6 von Null verschiedenen Termen,

- k5 -
{vf} die unbekannten Absolutverschiebungskomponenten aller
(echten) Elemente,
{GN} die Normalkomponenten der jeweils vorgegebenen Randelement-

Verschiebungen enthélt.
Die Kinematik ist genau dann eindeutig lésbar - und damit zuldssig - wenn fiir m
Elemente

n=3m (4.2.11)

unbekannte Absolutverschiebungskomponenten zu ermitteln sind.

Nach Aufldsen des linearen Gleichungssystems (4.2.10) nach {vf} erhdlt man
die Relativverschiebungskomponenten gemdB Glg.(4.2.6).

Die Richtungskosinus der Relativverschiebungskomponenten - gekennzeichnet durch
Querstriche - ergeben sich mit Glg.(4.1.5) und (4.1.3) zu

EF/f = COSa /¢ = Ve/f o x / lvc/ff (4.2.12)
Bt = OFefe = Yepr y 1 [Veyel
Nerf = OV eyr = Vepr,z 1 1 Veysl
mit
2 2 2 0.5
[Verel = (Vepe x + Verfy * Vere, 2!
4.3 Statik

Die statische Ldsung des rdumlichen Problems ist an die Voraussetzung gebunden,
daB die Richtungskosinus Ti’ﬁi und ﬁi aller Relativverschiebungsvektoren,

oder genauer, der Tangentialanteile der Relativverschiebungsvektoren im allge-
meinen Fall der Dilatanz,bekannt sind. Nach Abschnitt 4.2 kénnen diese fiir den
Sonderfall ¢=0 ermittelt werden.

Ansatzpunkt der Lésung ist wie im ebenen Fall die Aufspaltung der auf eine
Elementseitenfldche s des Elements f wirkende Kraft {S} in ihre Komponenten
{Sx.Sy,SZ}. Am einfachsten gelingt dies iber die getrennte Ermittlung der
kartesischen Komponenten der Normal- und Tangentialanteile

{S} = {N} + {T} (4.3.1)

Die Normalkraft {Ne/f}={N:i, die auf ein Element f mit Nachbarelement e
wirkt, sei als Druck wieder positiv definiert. Mit Bild 4.4 und den
Richtungskosinus der duBeren Fldchennormalen

{"e/f} = {nz} = {l:,mz,n:} erhdlt man
Ne/f,x = -Nosse loys (4.3.2)

Ne/f.y = =Ny Mast
Notfoz = “Nose ngse




e Bild 4.4 Statik

Da die Tangentialanteile als Scherkrifte dem Relativverschiebungsvektor {ve/f}
entgegen wirken, ergibt sich hieraus mit seinen Richtungskosinus zunichst

Test.x = “Tesf ie/f

= - (4.3.3)
Té/f‘,y = ~Tesr Te/f
Tesf,z = “Tesf Meyr
Wie beim ebenen Problem werden N und T in
N=N +U;T=R+¢C (4.3.4)

also in jeweils einen unbekannten und einen bekannten Anteil zerlegt. Die be-
kannten Anteile ergeben sich zu

< = (4.3.5)
C=cmF H U-umF

wobei Cm eine mittlere Kohasion, Uy einen fir die Flache F mittleren Wasser-
druck bezeichnen (Eim Richtungsvorzeichen wie im ebenen Fall wird hier nicht
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betrachtet; n ist also stets positiv, U als Druck ebenfalls).

Die effektive Normalkraft N'und die Reibung R kénnen wieder iber die Resultie-
rende Q und den Reibungswinkel ¢ (hier stets positiv) geman

N' = Q cosp ; R =Q sing (4.3.6)
ausgedriickt werden. Nach Einsetzen ergeben sich die Komponenten von {Se/f} zu

Se/fx = ~We/pllo/pcoseg e + T csine, o) + Coreless + Uoselesst
Yerfoy = "(e/r(Mo/pcosng e + My esing ) + C, el o + Ue/fMeset (4.3.7)

Se/f,z = "{Qe/f(ne/fcos¢elf + Ny eSineg o) + Cerfloss * Yo/ eyt

Unter Beriicksichtigung der Gleichgewichtsbedingungen fur ein Element und mit den
eingepragten Kriften (P} erhilt man nach auf drei Dimensionen erweiterter Glg.
(3.1.18) fir das globale System wieder ein lineares Gleichungssystem hinsicht-
lich {Q}

(Kl {Q} + {F} =0 (4.3.8)
Die Reibungsmatrix {K} enthdlt jetzt die Terme
ke = (1 cosp + 1 sing) (4.3.9)
ky = (m cose + W sing)

k, = (n cose + 0 sing) ,
der Lastvektor {F} die eingeprigten Krifte sowie die Krdfte aus Kohision und
Wasserdruck. Das System ist genau dann eindeutig bestimmbar, wenn bei m Elemen-
ten wieder n=3m unbekannte Krifte Zu bestimmen sind. Auf folgende interessan-
te Uberlegung sei hingewiesen: beim 3-D Problem liefert eine Kinematik mit
Dilatanz andere Richtungskosinus als eine dilatanzfreie Kinematik; daraus
resultiert wegen Glg.(4.3.9) auch eine andere Statik.
Trotz gleicher Voraussetzungen scheint dieses Ergebnis auf einen grundsdtz-
lichen Unterschied zwischen dem 3D- und dem 2D-Problem hinzudeuten.
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5. Optimierung

Ziel der - auf die KEM angewandten - Optimierung ist es, den maRgebenden
Bruchmechanismus und die maBgebende Bruchgeometrie zu finden. Dabei ist die
Zielfunktion unter Beachtung von Nebenbedingungen zu minimieren. Die Moglich-
keit des Auftretens von lokalen Minima ist zu beachten.

5.1 Nebenbedingungen

Die mathematische Formulierung von Optimierungsaufgaben mit Nebenbedingungen
lautet:
f(x) - Minimum (5.1.1)
9;(x) > 0
Die Losung wird durch die Nebenbedingungen (Restriktionen) in Form der Un-
gleichungen gj erschwert.
Bei der Kinematischen Element-Methode treten folgende, das Ldsungsgebiet ein-
schrdnkende Nebenbedingungen auf:

;%) +byXxy + ...+ c; 20 (5.1.2)
Aj >0 (5.1.3)
Q >0 (5.1.4)

auf.

Die linearen Ungleichungen (5.1.2) beschreiben als Grenzgeraden z.B. Kon-
struktionselemente oder Randfelsschichten, die nicht geschnitten werden sollen.
In der mathematischen Behandlung sind sie v8llig unproblematisch, da sie ein-
fach zu iberpriifen und einzuhalten sind.

Die Ungleichungen der Form (5.1.3) bedeuten, daB die Elementfldchen stets posi-

tiv bleiben miissen; hinsichtlich der Optimierungsvariablen X; sind sie nicht
linear. Aus Bild (5.1.1)

k
/ J
i Ve
Variation der //
=~ =
—— ~ (fy ~
. ~N N
Geometrie ~.
j k
i A;>0 A<0

Bild 5.1.1 Positive und negative Elementfldchen
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ist ersichtlich, daB die Uberprifung der positiven Flachen durch Vergleich der
Eckpunktnummerierung mit der urspringlichen Reihenfolge bzw. mittels der
GauB'schen Flachenformel nach Glg. (3.1.5) erfolgen kann. Die ebenfalls nicht
linearen Ungleichungen der Form (5.1.4) bedeuten, daB alle Krifte Qk als
Druckkrdfte positv seien miissen.

Diese Form der Nebenbedingungen ist schwieriger zu behandeln. da nicht einmal
fiir jede Startgeometrie eine zugkréftefreie Statik garantiert werden kann. Dar-
iiberhinaus zeigt die folgende genauere Untersuchung der Ursachen der Zugkraf-
te eine fir die Optimierung unangenehme Eigenschaft.

Q, Bild5.1.2 Krafte R, Q, und Q,

Betrachtet man nach Bild (5.1.2) ein Element mit zwei unbekannten Krdften 01
und QZ und der jetzt mit R bezeichneten Resultierenden aller sonst auf das
Element wirkenden Krdfte, so gilt mit Glg. (3.1.19)

-sin(¢1+¢1) 01 - sin(u2+¢2) 02 = -R cosw (5.1.5)
cos(u1+¢1j Q1 + cos{az+¢2) 02 = -R cosw

und mit Glg.(3.1.22)

9 . D1/R . B g D2/R (5.1.6)
R D R D
D = -sin(u1+@1)cos{u2+¢2) + sin(u2+¢2)cos(u1+@1)
= Sin{uz‘u1+92-¢1)
DT/R = -COSw cos(az+@2) - sinw sin(a2+@2)
= —CDS(u2+02-m)
DZ/R = Sin{o1+@f) sine + cos(u1+m1) COSw

= CUS(&1+Q1+m)

Wird zundchst ag > oy VOrausgesetzt. so genigen folgende Untersuchungen zum
Nachweis positiver (Druck-) Krdfte:
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- Nennerdeterminante D ist positiv:
Sin(uz—u1+@2-@1) >0 oder
0 < (uz—u1+02—¢1) < (5.1.7)
- Zihlerdeterminante D1/R ist positiv:
cos(u2+02—m) <0 oder
n/2 < astdymw < 3n/2 (5.1.8)
- Zdhlerdeterminante D2/R ist positiv:
COS(&1+01-m) >0 oder
0 < (ay+04-0) < /2
bzw.
3x/2 < (a1+¢l1-m) < 2 (5.1.9)

Relativ unproblematisch ist die Verletzung der Ungleichungen (5.1.8) bzw.
(5.1.9): der Ubergang einer Druckkraft (+) in eine Zugkraft (-) geht durch Null
gemdB Bild 5.1.3 .

Wird hingegen die Ungleichung (5.1.6) verletzt, so erfolgt der Ubergang von
einer positiven, aber endlich groBen Druckkraft in eine Zugkraft gemdB Bild
5.1.4 iiber eine Polstelle, an der die Kraft "unendlich” groB wird.

Kraft Q Bild 5.1:3 Kraft Q Bild 5.1.4
Druck Bt
o; bzw. w - (0t,- 0+ g - &)
0
Zug Zug )
Druck-Zug-ilbergang Druck-Zug-Ubergang
durch 0 durch =

Dieser Sachverhalt kann durch Bild 5.1.5 verdeutlicht werden: die Kraftrich-
tungen der Krdfte Q1 und 02 sind hier parallel, damit kann das Krafteck
nur durch unendlich groBe Krdfte "geschlossen” werden.

Bild 5.1.5 Kraftrichtungen bei = groRen Krdften
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Von den unterschiedlichen Moglichkeiten zur Behandlung von nicht-linearen
Restriktionen wird im folgenden die Methode der Straffunktionen beschrieben.
Die Nebenbedingungen nach den Glg.(5.1.3) und (5.1.4) werden als gewichtete
Straffunktionen zur physikalischen Zielfunktion gemap

foo=faa, z6, A + Aq T bgk [0 (5.1.10)

1 A.<0 1 Qk<0
6,5 ={ | wenn ] &g =| Iwenn
0 A.>0 L Q,>0
) k
addiert; dann kann die Ersatzfunktion f anstelle der Zielfunktion f mini-
miert werden. Das Minimum der Zielfunktion fmxn kann nur dann mit dem Mini-
mum der Ersatzfunktlon len zusammenfallen, wenn fiir den zugehdrigen Lésungs-
vektor {x } keine Nebenbedingung verletzt ist. Diese Art der Behandlung von

Nebenbedingungen ist einfach und hiufig erfolgreich.

Treffen jedoch schon bei der Ermittlung der Statik fir die Startgeometrie {xo}
Zugkrdfte mit einer Polstelle auf, so wird diese Strategie mit Sicherheit ver-
sagen. Nach meiner Kenntnis gibt es nur wenige Mdglichkeiten, solche durchaus
realistischen Probleme erfoigreich anzugehen: entweder mit Hilfe der Evolu-
tionsstrategie, b.z.w. einer direkten Suchmethode, bei der alle Geometrien
eliminiert werden, fir die auch nur eine Nebenbedingung verletzt wird, oder
aber die Anwendung der anderen Optimierungsverfahren (s. Abschnitt 5.3) auf
die Ersatzfunktion nach Glg.(5.1.10), sofern gewdhrleistet ist, daB die
Startgeometrie keine Zugkrdfte jenseits einer Polstelle enthdlt. Letzteres
mul somit geprift werden und im negativen Fall eine neue Startgeometrie unter-
sucht werden.

Die Abpriifung auf Druckkrédfte kann generell durch

sign{sin(az-a1+w1-o2)} = sign{sin(az-a1)} (5.1.11)
flr jeweils zwei Elementseiten durchgefiihrt werden. Ein Vergleich von Glg.
(5.1.11) mit den Glg.(5.1.6) und (3.1.8) zeigt, daB geman

. keine Polstelle (5.1.11)

Sig"(DStatik) + Sig"(DKinematik) +2 Polstelle

non

das Vorzeichen der Nennerdeterminanten aus der Statikberechnung demjenigen der
entsprechenden Determinante aus der Kinematikberechnung entgegengesetzt sein
muB, um Krafte mit einer Polstelle auszuschlieRen.

| &
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5.2 Lokale Minima bei nicht-konvexen Problemen

Bei Obtimiérungsaufgaben der Kinematischen Element-Methode nach Glg.(5.1.1)
konnen verschiedene Formen des Minimums auftreten. Eine Darstellung des ein-
dimensionalen Problems (Bild 5.2.1) zeigt 5 verschiedene Typen:

a. ein Minimum mit df/dx = 0 ;
b. ein V-formiges Minimum mit df/dx # 0 ;
€. ein Minimum liegt am Rande einer Restriktion df/dx £ 0 ;

d. mehrere lokale Minima sind abgetrennt durch ein Gebiet mit
nicht-definierter Zielfunktion ;

e. mehrere lokale Minima, eines mit Sattelpunkt ;

f. mehrere lokale Minima mit dazwischen liegenden Maximum
(nicht konvexes Problem).

Probleme der Klasse a. sind durch Gradientenverfahren, Probleme der Klasse b.
und ¢. sind mit Hilfe des Quasi-Newton-Verfahrens losbar.

Fiir die restlichen Probleme mit mehreren lokalen Minima sind die Quasi-Newton-
-Verfahren nur dann geeignet, wenn von verschiedenen Startwerten ausgegangen
werden kann. Eine Uberpriifung des kleinsten gefundenen Minimum ist nicht mog-
lich. Die bisherigen Untersuchungen des Verfassers zeigten, daB die einfacher
zu ldsenden Minimumsaufgaben der Klassen a. bis c¢. bei Problemen mit relativ
wenig Elementen und dberwiegend homogener Struktur auftraten, bzw. dann, wenn

der Startwert im EinfluBbereich des globalen Minimums lag. Je komplizierter der

Bruchmechanismus, je inhomogener (Schichtung) das physikalische Problem und je

schlechter die Startgeometrie ist, desto schwieriger wird auch die Minimumsuche,
da dann Minima-Formen der Klassend. bis f. in Verbindung mit den Formen b. und

c. auftreten kénnen.

a b e
fix} tx) f1
-
£
X x X
4 e !
flx) ) fix) fix
3
5 §_§ Eolipurid Probleme bei der
g % i 1-D-Minimierung
S nicht konvex

Bild 5.2.1

X X X

5.3 Strategien

Es gibt kein generelles mathematisches Verfahren, welches das gestellte Pro-
blem stets optimal 16st, wohl aber gibt es unterschiedliche Strategien, das
Ziel zu erreichen. Die beste Strategie ist mit Sicherheit mehrstufig, begin-
nend mit wenig empfindlichen, stabilen Verfahren bis zur Endstufe der nicht-
linearen Optimierungsprogramme.

Die durch einen Grafik-Bildschirm unterstiitzte Dialog-Optimierung mit der
Moglichkeit eines interaktiven Direkteingriffs in ein mehrstufiges Programm-
paket wird vom Verfasser als die effizienteste Optimierungsstrategie ange-
sehen.

Man kann die fir das Problem in Frage kommenden Verfahren in drei Gruppen ein-
teilen, die - wie folgt - kurz kommentiert werden. Die Gruppierung und Zusam-
menstellung ist weder zwingend noch vollstdndig. Im dbrigen sei auf die Fach-
literatur verwiesen, wovon stellvertretend die Fachbiicher:

Bazaara/Shetty (1979), Kinzi/Krelle/Randow (1979), Schittkowki (1980),
Schwefel (1977)

und die Schriftenreihen:

Mathematical Programming, Journal of Optimization, Optimization, SIAM Journal
on Controll and Optimization, ZOR

zitiert seien.

1. "Stabile" Verfahren

1.1 Probier-Methode: Nur bei einfachen Problemen bzw. nur im Zusammenhang
mit anderen Verfahren als Start bzw. Vorstufe geeignet.

1.2 Dialog-Optimierung: Als Korrektur-Eingriff innerhalb einer Berechnung
geeignet, sofern ein Grafik-Bildschirm vorhanden ist. (Damit leider
maschinenabhdngig). Korrekturen iiber ein Digitalisierungstablett er-
wiesen sich als nicht besonders geeignet, da die Prozedur zu umstind-
lich war.

1.3 An Bruchbilder aus Versuchen angepafte Bruchmechanismen: geeignet als
Start. Im bescnderen sei auf die Variante der Schneebeli-Modelle hin-
gewiesen.




1=5

1.8

3.2

An Losungen gemdB anderen Theorien angepafite Bruchmechanismen: geeignet
als Start. Auf die numerischen Losungen nach der " Statischen Methode"
sei hingewiesen.

Netz-Verfeinerung: durch standige Verfeinerung optimierter, einfacher
Bruchmechanismen gewonnene, kompliziertere Bruchmechanismen: geeignete
Strategie. Konvergenz zum maRgebenden Mechanismus jedoch- wie eigent-
iberall- nicht gesichert.

Makro-Elemente bzw. eingeschrdnkte Variation: Werden mehrere Elemente
zu einem Makro-Element zusammengefaBt, das durch einige wenige geome-
trische Parameter beschrieben werden kann, so reduziert sich die Anzahl
der kinematischen Freiheitsgrade und damit - ggfs. - die Anzahl der er-
forderlichen Gradientenberechnungen. Die Kinematik und die Statik blei-
ben davon unberithrt. Das Verfahren ist geeignet zur Erzeugung kompli-
zierter und statisch zuldssiger Bruchmechanismen (nach der Optimie-
rung), die dann als ginstige Startwerte fir Verfahren der Gruppe 2 und
3 genommen werden kdnnen.

Transformation der Verdnderlichen bzw. Auswahl anderer Verdnderlicher:
miglicherweise eine geeignete Strategie (vom Verfasser nicht unter-
sucht). Evtl, im Zusammenhang mit der Kovarianz-Matrix generell mig-
lich; durch andere Uberlegungen evtl, im Einzelfall erreichbar,

Evolutionsstrategie, nach Rechenberg (1977) : geeignet als Vor- und Mittel-

stufe; rechenintensiv, aber sehr stabil.

Direkte Suchverfahren, mathematische Version der Probierverfahren mit ei-

ner Suchstrategie (Simplex und Complex-Methode nach Nelder/Mead (1965)
bzw. Box (1965)), geeignet als Vor- und Mittelstufe.

Gradienten-Verfahren: Alle unterschiedlichen Gradienten- Verfahren sind
als Mittelstufe geeignet; als Endstufe nur bedingt geeignet.

"Hohere" Verfahren

Quasi-Newton-Verfahren: Als Endstufe der Optimierung geeignet, Von den
unterschiedlichen Update-Formeln zur Approximation der inversen Hesse-
Matrix wird vom Verfasser das Verfahren von Davidon (1975) fiir beson-
ders geeignet gehalten.

Quadratische bzw. hbhere Approximation: fir Endstufe geeignet. Evtl.
bei manchen Problemen zu empfindlich.

5.4 VYerfahren von Davidon

Das Verfahren von Davidon (1975) gehdrt zur Gruppe der Quasi-Newton-Verfahren;
es enthdlt darlber hinaus einige verfahrens- und programmtechnische Gesichts-
punkte, die das Verfahren noch effizienter machen.

In dem zitierten Aufsatz ist das Verfahren vollstandig abgeleitet und be-

schrieben, einschlieBlich einer Programmieranweisung, die einem FluRdiagramm
entspricht.

Weiter sei auf zwei Verdffentlichungen von Davidon/Nazareth (1977a). (1977b)
verwiesen,die FORTRAN-Programme des Verfahrens enthalten.

Die folgende, verkirzte Darstellung wird chne Ableitung angegeben.
Dem eigentlichen Verfahren wird eine einfache Einfiihrung vorangestellt.

Gesucht sei zundchst das Minimum fmin einer impliziten Funktion f(x) der

einen Variablen x und der zugehérige x-Wert x*. Ist das Problem konvex
(nur ein - nicht am Rande liegendes - Minimum vorhanden), so findet man die
Losung durch Nullsetzen der Ableitung g(x) ,(sofern die zweite Ableitung
groBer als Null ist ), d.h. es gilt

* * *

glx') = f (x) =df(x')/dx = 0 (5.4.1)

Die Ableitung kann ndherungsweise durch einen Differenzenquotienten

g{x) ~ (f(x+ax) - f(x)) /ax  oder (f(x+ax) - f(x-ax)) / 2ax

ermittelt werden.

Approximiert man den Gradienten { = Ableitung) an der Stelle x=a durch eine
Taylor-Entwicklung

9(x) = g(a) + (x-a)g (a}/1! + ... (5.4.2)

sa kann das Minimum aus

g{x) = 0 = g(a) + (x-a)g (a) (5.4.3)



als Ndherungsidsung

x =a- gla)/g (a) = a - (d®F(a)/dx?) Mxg(a) (5.4.3)
bzw. als fortschreitende Ndherungsldsung

K+ o XK - (dzf(xk)/dxz)'1*g(xk) (5.4.3)3
erreicht werden.

. abhdngig, die im Vektor x

Ist die Funktion f hingegen von den m Variablen X

zusammengefalt werden, so ergibt sich mit

g = Gradienten-Vektor der 1.ten Ableitungen g = df/dxi
H = Hessematrix der 2.ten Ableitungen hij = dzf/dxidxj

die fortschreitende Ndherungsldsung
A PR T (Ea0

Die Bildung der inversen Hessematrix ist erstens sehr aufwendig, zweitens nur
selten analytisch méglich, so daB auch hierfir eine Ndherungslosung zweckmaBig
ist. In der Literatur gibt es unterschiedliche Formeln, die fast alle nach dem
gleichen Prinzip aufgebaut sind: durch standige Korrekturen Dk wird die N&-
herung Mk Zur inversen Hessematrix H'1 fortschreitend verbessert:

M|<+1 _ Mk & Dk

ok - Dk(uk,s,y)
B Y S LR (5.4.4)
yk . gk+‘| ~ gk

Die Schrittweite wird bestimmt Uber a durch die Ungleichung

£ axd®) < F(xk-1) (5.4.5)
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Als Ausgangsmatrix HO wird die Einheits-Matrix oder eine anders gewonnene
Matrix dangesetzt. Dadurch ist das Verfahren im Startbereich ein Gradientenver-
fahren.

Die einzelnen Formeln unterscheiden sich im Aufbau des Korrekturglieds Dk.

Mit den Abkiirzungen

a=yMy ; b=sty-=ybs ; c=stm's

-
i

Jal(s/b - My/a)

0 bis 1

=
"

ergibt sich die sogenannte Broydensche g-Klasse von Update-Formeln im Zusam-
menhang mit Umformungen von Dennis/Moré (1977) zu

D = Dyep + 8 (Dgegg-Dpep)

(ss/b - MyytHy/a)+ Brrt (5.4.6)

und den speziellen Update-Formeln von Davidon/Fletcher/Powell (DFP) und
Broyden/Fletcher/Goldfarb/Shanno (BFGS)

Dypp = sst/b - Hyyth/b

DBFGS = (1+ a/b)sst/b —(Hyst +syth)/b (5.4.7)

Das von Davidon (1975) entwickelte Verfahren bestimmt nun auf der Grundlage
der Eigenwert-Ermittlung in Abhdngigkeit der jeweiligen Zahlenwerte a,b und c
in jedem Iterationsschritt den freien Wert g derart, daR stets eine optimal
konditionierte (numerisch stabile) symmetrische Matrix M errechnet wird:

w

2ac/(a+c) ; B = b(c-b)/(ac- b*b)
2ac/(a+c) ;8 = b/(b-a) (5.4.8)

In

Fir die Effizienz des Verfahrens von Davidon ist auBer der speziellen Update-
formel noch wesentiich, daB es keine - exakte - "Line-Search" bendtigt. Statt-
dessen wird durch Halbieren oder Verdoppeln der Schrittweite A ein neuer Punkt

xk+1 gesucht, fir den die Ungleichung (5.4.5) befriedigt ist. Ein nicht kon-
vergierender Zick-Zack-Kurs wird so im Endbereich der Minimumsuche vermieden.
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6. Anwendungen und Beispiele

In diesem Abschnitt soll die breite Anwendungsmiglichkeit der KEM auf unter-
schiedliche Probleme des Grundbaus anhand von insgesamt 18 Beispielen
aufgezeigt werden.

Im Hinblick auf eine Vergleichbarkeit der Ergebnisse mit anderen (theoretischen
oder experimentellen) LOsungen werden lberwiegend "klassische" Beispiele ge-
wadhlt. Aus dieser Gruppe werden sowohl reprisentative Einzelbeispiele als auch
Beispiele unter Einbeziehung einer Variation der Bodenparameter und der
Diskretisierungsparameter untersucht.

ja nein

EINGABE
Optimierungsparameter

KEM : Geometrie
Topologie
Bodeneigenschaften

Lasten ‘

OPTIMIERUNG KEM

(Paket, u.a. mit Be- ——I{>>—— Geometrie, Kinematik,
ricksichtigung von ——<}— Statik (Bei Standsicher-
Nebenbedingungen) heitsproblemen: interne

—r._ Iteration), Zielfunktion
|

AUSGABE
(Daten und Plot)

ja nein

o)

Bild 6.0 FluBdiagramm
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Fir zwei spezielle Probleme (symmetrischer Grundbruch und Erdwiderstand bei gro-
Bem Reibungswinkel), fir die bekannte Losungen extrem unterschiedliche Ergeb-
nisse liefern, konnten die Widerspriiche mit Hilfe der KEM gekldrt und durch ei-
gene experimentelle Untersuchungen sowohl "statisch" als auch "kinematisch" be-
statigt werden. Als rdumliches Beispiel wurde ein Erdwiderstandsproblem ge-
wdhlt, fir das sowohl experimentelle Untersuchungen als auch eine empirische
theoretische LOsung vorliegen, WeiBenbach (1962).

Die Beispiele wurden mit unterschiedlichen Rechenprogrammen (zundchst in Basic,
spdter in Fortran) auf unterschiedlichen Computern (Micro-Computer und GroRre-
chenanlagen Cyber, IBM, Cray) berechnet. Als weitere Unterscheidungsmerkmale
sind zu nennen: verschiedene Optimierungsverfahren, Art der Behandlung von Ne-
benbedingungen, Rechengenauigkeit und Konvergenzkriterien, mit oder ohne Dila-
tanz, Wahl der Zielfunktion, homogenes oder Schichtproblem, mit oder ohne Was-
serdruck, eben oder rdumlich. Vor allem stellt die réumliche‘Programm-Version,
gemdll der speziellen mathematischen Formulierung, eine v$llig neue Programm-
-Entwicklung dar. Wegen dieser Programm-Vielfalt wird vorerst von einer
Programmbeschreibung Abstand genommen.

Unabhdngig von diesen Programmen wird im Augenblick an der Entwicklung eines
einheitlichen Programm-Pakets samt Dokumentation gearbeitet, iber das nach Fer-
tigstellung an geeigneter Stelle berichtet werden wird.

Stellvertretend fiir die unterschiedlichen Programm-Versionen ist aus Bild 6.0
der prinzipielle Programm-Ablauf ersichtlich.

6.1 Aktiver Erddruck

Als Zielfunktion wurde fiir s&mtliche Erddruckbeispiele im Rahmen dieser Arbeit
ausschliedlich die resultierende Erddruckkraft und nicht die resultierende
duBere Arbeit gewdhlt. Dies hdngt u.a. mit der zeitlichen Entwicklung der Be-
rechnung der Beispiele und der erst spiteren Weiterentwicklung der Theorie zu-
sammen. Die Ergebnisse sind somit nur fiir rein translatorische Wandverschiebun-
gen streng giltig. Fir unterschiedliche Wandverschiebungen, mit denen z.B. FuB-
punkt- oder Kopfpunktdrehung der Wand approximiert werden kénnen, sind dement-
sprechend andere Ergebnisse zu erwarten.

Mit aufgenommen werden auch einige Beispiele, die zusammen mit Schweikert (1984)
erarbeitet wurden.

In einem 1.Beispiel wird zunichst die Qualitit der Optimierung (nach Davidon)
Uberpriift und veranschaulicht.
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Beispiel 1
¢ = 30°; c=0; &=0°
E g = 0.5y B K

= =eing . 1

1 + sing 3

Minimum :
f=0 bzw. Kg, =

L F & s 2
E, =B, - 10 % 1g

x Jsolinien f=const,

7 %M Bild 6.1.1

Optimierung

Der aktive Erddruck ergibt sich fir die in Bild 6.1.1 dargestellten Verhdltnisse
nach Coulomb zu

Epax = 0-5 v # Ky

mit Kah =1/3.

Diese LOsung stellt eine der wenigen vollstdndigen L&sungen dar und sollte sich
somit auch mit der KEM ergeben. Fir nur ein Element ist die Lésung mit der KEM
fast trivial und identisch. Aber auch fiir zwei oder mehr Elemente sollte sich
diese LOsung ergeben, wobei die Gesamtzahl der Elemente duBerlich nur einen
Keil darstellen und die Relativverschiebungen zwischen den Elementen verschwin-

den sollten. Bild 6.1.1 zeigt fiir zwei Elemente mit den beiden Freiheitsgraden
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Xy und Xo (der dritte Freiheitsgrad z, wurde wegen der besseren Darstell-
barkeit der Ergebnisse bewuBt unterdriickt; als Zwangsfihrung wurde willkirlich
ein Kreis fir Punkt P1 angenommen) ein Hohenlinienbild fiir die dimensionslose
Zielfunktion

f = (Epax a

mit den Extremwerten

f =0 (bzw. Ea = Emax)
f =1 (bzw. E, = 0).
Wegen bisweilen auftretender Zugkrdfte wurde der Erddruck durch eine gewichtete

Straffunktion gemaR Abschnitt 5.1 ersetzt. Ausgehend von den beiden willkiirlich
gewdhlten Startwerten 51 und S2 sind die unterschiedlichen Berechnungswege
zum Minimum dargestellt.

Der Verlauf zeigt deutlich, daB das Optimierungsverfahren zu Beginn der Fall-
linie folgt. im spdteren Verlauf jedoch von der jeweiligen Fallrichtung
abweicht und daB das korrekte Minimum mit wenigen Schritten chne wesentliches
"Zig-Zagging" gefunden wird.

Weiter ist erkennbar, dah die Trennungslinie des linken Bereichs vom rechten
mit jeweils konkaver bzw. konvexer duBeren Form der Bruchlinie -die physika-
lisch einen Kinematiksprung mit daraus resultierender Umkehr der Kraftrichtung
in der Quer-Bruchlinie bewirkt - zwar keinen Knick, aber doch eine deutliche
Talausprdgung im Hohenlinienbild des normierten Erddrucks verursacht.

Wenn man jedoch anstelle der zwei Elemente m Elemente gemdB Bild 6.1.2 unter Be-
ricksichtigung von jeweils (2m-1) geometrischen Freiheitsgraden untersucht, so

Beispiel 1

Bild 6.1.2

Optimierungstest
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wird diese Talform mit zunehmender Elementzahl immer enger und eine sichere
Konvergenz der Optimierung mit Hilfe eines Quasi-Newton-Verfahrens wird zuneh-
mend schwieriger. Durch eine Ausrundung des Kinematiksprungs gemiB Abschnitt
3.1.3 wird jedoch auch die Talform ausgerundet und die Optimierung wieder er-
leichtert.

Ohne Nachweis sei hier erwdhnt, daB fir das vorliegende Beispiel durch diese
Technik bei vier bis fiinf Elementen, auch bei bewuRt unglinstig gewdhlten Start-
geometrie, noch eine ausreichende Konvergenz erreicht werden konnte. Bei der
Annahme von mehr als sieben Elementen war eine Konvergenz nur dann erreichbar,

wenn entweder die Endpunkte PO bis P, der Startgecmertie einigermaRen auf
einer monotcnen Kurve lagen oder aber eine mehrstufige Optimierungsstrategie
angewandt wurde.

Das 2.Beispiel zeigt den EinfluB der Elementzahl auf die GréBe des Erddrucks.
Aus Bild 6.1.3 ist ersichtlich, dak die Bericksichtigung von zwei statt nur

2.Beispiel: h=10m vy =20 kN/m?
B=20° @=12°
¢ =20 kN/m?

ey

Ea

Eq=4983 kN/m

E=4990 kN/m

*}i'\ Einfluf der Elementanzahl

Ea auf die Grgsse von E,

Bild 6.1.3

einem Element eine deutliche Steigerung des Erddrucks bewirkt, wdhrend die wei-
tere Erh6hung auf vier Elemente praktisch wirkungslos bleibt. Eine Parallelun-
terteilung erfolgte allerdings nicht.

Aus Bild 6.1.4 ist fiir das 3.Beispiel die Steigerung des Erddrucks von

331.0 kN/m (1 Element) iber 354,4 kN/m (2 Elemente) bis 359,3 kN/m bei 18 Ele-
menten erkennbar. Eine Vergleichsberechnung nach der statischen Methode von
Sokolovski ergab einen Erddruck von Ea = 361,6 kN/m, womit praktisch die
Vollstdndigkeit der L&sung nachgewiesen werden konnte.

Bild 6.1.5 zeigt ein Bemessungsdiagramm (Beispiel 4) fiir den aktiven Erddruck
bei einem Reibungswinkel von ¢ = 25° in Abhangigkeit vom Bdschungswinkel B und
normierter Kohdsion. Bemerkenswert ist die Tatsache, daR hier erstmals Erddrik-
ke fiir Boschungswinkel B > ¢ berechnet werden kénnen, s. Schweikert (1984).

3. Beispiel

KEM: 2 Elemente
354.4

KEM: 3 Elemente
3545

KEM:
359.3

18 Elemente

Bild 6.1.4 Aktiver Erddruck

Im 5. Beispiel wird der EinfluB einer unterschiedlichen Wandverformung auf die
Kinematik eines aktiven Erddruckbeispiels bei acht Elementen untersucht.
Wihrend die Translation und die FuBpunktdrehung nur singuldre Durchdringungen
der Elementknoten gemdB Bild 6.1.6.aufweisen, sind bei der approximierten Kopf-
punktdrehung Klaffungen zu erkennen. Die damit verbundene Umkehr der Relativ-
verschiebungen ist ebenfalls dargestellt.




- T =

0m=A

02 03 04 05 06 o ke

4.Beispiel : Bemessungsdiagramm fiir den aktiven Erddruck mit ¢ =25°
(2 Elemente)

Bild 6.15

Geometrie

] Geometrie
variiert

nicht

Klaffung

approximierte
“Fulpunktdrehung *

approximierte
“Kopfpunktdrehung *

Translation

Beispiel 5

Bild 616 Kinematik bei unterschiedlicher Wandverformung

Kinematik ™

Beispiel 6 Verschiebungsplan

BILD 6,1.7 KINEMATIK BE! DILATANZ
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Bild 6.1.7 =zeigt die Kinematik filr das 6. Beispiel unter Beriicksichtigung ei-
ner Dilatanz in den Fugen fir ein Erddruckbeispiel bei FuBpunktdrehung der
Wand.

Bei der Behandlung von Schichtproblemen mit Hilfe der KEM gemiR Bild 6.1.8
sind die Scherfestigkeiten fiir eine von einer Schichtgrenze unterteilte
Bruchfuge zu ermitteln. Hinsichtlich der Kohdsion ist die gewogene Mittelung
gemah

Cp = {d1/d) cy + (dzld) Cy (6.1..1)

physikalisch exakt, wdhrend die entsprechende Mittelung hinsichtlich des Tangens
des Reibungswinkels

tang, = (d1/d) tang, + (dz/d) tang, (6::1:2)

flr den allgemeinen Fall nur eine Ndherung darstellt. Glg. (6.1.2) kann namlich
nur unter der Annahme einer in der Bruchfuge konstanten Normalspannung oh
abgeleitet werden. Unterstelit man hingegen eine von null aus linear zunehmende
Normalspannungsverteilung erhdlt man

tang, = (d1/d)2 tan¢? + {dzld} (2d1+d2/d) tan¢2 (6.1.3) -

Fiir weitere Spannungsverteilungsfunktionen erhdlt man entsprechende anders ge-
wogene Mittelwerte aus

tang, = (a}/a&) (dild) tang, + (ué/o&) (dz/d) tane, (6.1.4)

Erste Erkenntnisse scheinen darauf hinzudeuten, daB es meist zweckmdBig ist, bei
Schichtproblemen mehr Elemente und stets dieselbe einfache Mittelung nach Glg.
(6.1.2) zu wahlen, anstatt eine Spannungsverteilung (bei weniger Elementen) ab-
zuschdtzen und genauer zu rechnen. Die Mittelung muR jedoch in jedem Rechen-
schritt gemdB den verdnderlichen Ldngen d1’d2 und d fir alle geschnittenen
Bruchfugen erfolgen.

Bild 6.1.8 zeigt als 7. Beispiel eine 2-Elementkinematik fiir ein horizontalge-
schichtetes Erddruckproblem.

Spannungsverlauf

linearer

BEIsPiEL 7

BiLD 6.1.8 SCHICHTPROBLEM




w: Fi o

6.2 Passiver Erddruck

Beispiel 8 sei ein homogenes Erdwiderstandsproblem (Passiver Erddruck) mit fol-
genden KenngrdBen: Reibungswinkel ¢ = 30 ; Wandreibungswinkel 5 = 0 ; Ko-
hdsion ¢ = 0; Wandneigungs = 0° und Boschungswinkel B = 25°. Fiir verschiedene
Elementeinteilungen ergeben sich die in Bild 6.2.1 dargestellten Endgeometrien
und die zugehdrigen Erdwiderstandsbeiwerte zwischen K h=6.981 (1 Element =
Lésung von Coulomb) und 5.821 (15 Elemente). Ein Vergleich mit der Ldsung von
Sokolovski gemdl Pregl/Kristofl (1983) mit Kph=5.771 zeigt, daB die beiden
Lésungen gegeneineander konvergieren, und daB der Unterschied von ca. 1% fir
die Praxis bedeutungslos ist. Bild 6.2.2 zeigt die Ubereinandergezeichneten
variierten Endgeometrien und den dominierenden EinfluB der &uBeren Randbruch-
linien. Selbst bei bewuBt ungiinstiger Startgeometrie konvergierte die Op-
timierung fir alle Elementeinteilungen - auBer der mit 15 Elementen - stets
schnell und problemlos.

Bel der groBen Elementzahl von 15 Elementen mit insgesamt 29 kinematischen
Freiheitsgraden war die Konvergenz der Optimierung bei Quasi-Newton-Verfahren

E 5.997 5.924
5.946 % 5.896 5.821

Beispiel 8
Bild 62.1 Passiver Erddruckbeiwert Kpn
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1 Element

&
Beispiel 8

Bild 6.2.2 Dominanz der Randbruchlinie bei
unterschiedlicher Elementzahl

an die Voraussetzung einer ginstigen Startgeometrie gebunden. Letztere konnte
aus der Endgeometrie dieses Beispiels mit 5 Elementen einfach konstruiert wer-
den. Um stets alle Zugkrdfte auszuschlieRen, erwies sich die Beriicksichtigung
der beiden Freiheitsgrade der mittleren Knotenpunkte an der Wand im Zusammen-
hang mit einer Straffunktion gemdB Abschnitt 5.1 als zweckmiBig. Nach Bild
6.2.3 ist zwar die Kinematik fiir die einander gegeniibergestel Iten Elementein-
teilungen mit einmal 15 Elementen und 29 Freiheitsgraden (Fall a) und 13 Ele-
menten mit 27 Freiheitsgraden (Fall b) bei translatorischer Wandbewegung iden-
tisch und demzufolge eigentlich auch die Statik (also auch der Erdwiderstands-
beiwert K h). aber im Fall b kann nicht nachgewiesen werden, ob die Krifte im
Element 13 chne Zugspannungen auf die Wand ibertragen werden kdénnen.

Beispiel 8 Xa Xiq

g et — ey

a: 15 Elemente b: 13 Elemente
29 Freiheitsgrade 27 Freiheitsgrade

Bild 6.2.3 Unterschiedliche
Resultierende mdglich
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Tatsdchlich ergaben sich im Zuge der Optimierung Zugkrdfte, die nur im Fall

a nachgewiesen und und iber die erwdhnte Straffunktion durch Anderung der bei-
den variablen z-Koordinaten Xyq und x,, beseitigt werden konnten.

Im Fall b wurde allerdings ein geringerer Erdwiderstandsbeiwert erreicht.
Dieser wird aber wegen der Verletzung der statischen Zulédssigkeit durch die
nicht aufnehmbaren Zugspannungen als falsch angesehen,

Bild 6.2.4 zeigt fiir dasselbe Beispiel unter der Annahme der 4-Element-Eintei-
lung den EinfluB der Dilatanz bzw. Kontraktanz auf die Kinematik. Untersucht
wurden fiinf verschiedene Varianten fir den Dilatanzwinkel v : 0;0.50;0;-0.5¢;
-¢. Der errechnete Erdwiderstandsbeiwert war stets Kph=5.946, unabhdngig da-
von. mit welcher der Zielfunktionen nach den Gln. (3.2.10) oder (3.2.11) ge-
rechnet wurde.

Beispiel 8 ¢ I
$p=30°,6=0;,c=0;B=25°

Bild 6.2.4

Dilatunz,Kontraktonzg
Py

Mit dem 9.Beispiel nach Bild 6.2.5 wurde ein Beispiel ausgesucht,fiir das nach
einer Zusammenstellung von WeiBenbach (1983) verschiedene Autoren extrem unter-
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schiedliche Erdwiderstandsbeiwerte zwischen Kph=18.6 und Kph=35.2 bzw. noch
hoher angeben. Bild 6.2.6 zeigt die Ergebnisse und die zugehdrigen Voraus-
setzungen.

I ;ED 3: const.
H h/\%._c.v
E §=-275° E
s
BiLD 6.2,5 BEISPIEL §

Dieses Beispiel ist somit interessant und wird im folgenden eingehend unter-
sucht. Aus Bild 6.2.7 ist der EinfluB der Elementeinteilung auf den Erd-
widerstandsbeiwert nach der KEM ersichtlich. Der kleinste Wert ergab sich bei
10 Elementen zu Kph=28.81; Zugkrdfte traten fir die Endgeometrie nicht auf.

Ein Vergleich mit der statischen Methode nach Sokolovski brachte nun ein zu-
nachst verbliffendes Ergebnis: der Kph-wert wird z.B. von Pregl/Talmann
(1978) zu 29.1 angegeben und ist somit griBer als der nach der Kinematischen
Elemente Methode. Bei gleichen Randbedingungen des Problems steht dieses Er-
gebnis im Widerspruch zu den Grenzwertsitzen der Plastizitdtstheorie.

Die angegebenen Tafelwerte sind jedoch in der Zwischenzeit durch die neuen Ta-
feln von Pregl/Kristdfl (1983) iiberholt; dort wird jetzt mit Kph=27.7 ein
niedrigerer Wert angegeben. (Die Unterschiede der beiden Tafeln sind voraus-
sichtlich auf unterschiedliche Netzstrukturen bzw. andere numerische Effekte
zuriickzufiihren).

Die fiir praktische Belange libereinstimmenden Werte nach der Statischen und der
Kinematischen Methode mit K p=27.7 bzw. 28.8 kennzeichnen die gefundene

Losung als eine vollstdndige Losung. An dieser GroBe sind die anderen Ldsungen
gemdB Bild 6.2.6 zu messen. So wird z.B. der auf dem Reibungskreisverfahren
von Krey beruhende Erdwiderstandsbeiwert Kpr=18.6 als eine Folge des zwar
plausiblen, doch relativ willkiirlich angenommenen Kraftangriffspunkts vor

ED in Hohe von H/3 interpretiert und nicht als Folge der unterschiedlichen
Wandverformung (Rotation anstelle Translation).



= 1431

nach Coulomb
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- 687 mit KEM, 1 Element

Sokolowski

———~""log. Spirale

Kph= 26.7 nach Cagquot/Keérisel

BEISPIEL 9
= 40°:6= -27.5°: c=0;p= 20°

BILD 6.2.6 Vergleich unter-
schiedlicher Losungen geman
WeiBenbach (1983)

Der angenommene Wandreibungswinkel von 6=-27.5° erfordert im Zusammenhang mit
dem hohen Reibungswinkel von ¢=40° eine zusdtzliche Untersuchung.

Es muB ndmlich untersucht werden, ob zwischen Wand und Boden iberhaupt eine
solche Relativverschiebung auftritt, daB sie den Wandreibungswinkel auch
mobilisieren kann. Diese Fragestellung 1Bt sich mit der KEM beantworten,
nicht jedoch mit der statischen Methode nach Sokolovski.
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BEISPIEL 9 : = 40°;6= - 27.5%; c= 0; B= 20°
2 Elemente 3 Elemente 4 Elemente 5 Elemente
=, = = a4 —
Kph 35,60 Kph 31,51 Kph 30,54 Kph 30,21
4 Elemente 6 Elemente 8§ Elemente 10 Elemente

Bild 62.7 Kon -Werte nach der KEM bei unter-
schiedlichem  Elementnetz

Unter den vereinfachten Bedingungen einer 3-Element-Kinematik nach Bild 6.2.8
ergeben sich mit den Bodenparametern des Beispiels 9 in Abhdngigkeit von der

Vertikallage des Punktes P bei horizontal vorgegebener Wandverschiebung drei

unterschiedliche Resultate:

a. 2p >0 - /3> o Sooh = -27.5 Kph = 31.5

B zp =0- Vu/3 = 0 ; Snob = 0.0° ; Kph = 17.8

e oZ 0-v <0 ; o = +27.5° ; unzulassige Zug-
P : w/3 mab krdfte
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Beispiel 9: P =40°,¢c=0, 6m0x1=27.5°;B=200

b. (528

unzuldssig

mafigebend

5
:ﬂ:TZpl'D —-—;-l-zp={} :_:i‘{;;“'zp<0
Kon =31.5 Kpn =178

Bild 628 Ky, - Abhdngigkeit von zp

Eine genauere Untersuchung der Optimierung zeigt eindeutig, daB Fall b maBge-
bend wird. Vom Verfasser wird dieses Ergebnis dahingehend interpretiert, daB
fir praktische Belange nicht Kph=31.5 sondern nur Kph=17.8 (bzw. bei fei-
nerer Unterteilung entsprechend niedriger, etwa Kph=(28.9/31.5)17.8=16.3 bei
linearer Interpolation) angesetzt werden darf.

BEISPIEL 10: ¢=40°;c=0; s=0°; 8=20°
BILD 6.2.9 : WAND GLATT, &=0°

wlF =

Theoretisch wird das Ergebnis so gedeutet, daf es sich bei den Voraussetzungen
im Fall a hinsichtlich des Wandreibungswinkels 6=(-)27.5° und der horizontalen
Wandverschiebung um eine unsaubere Vermischung von einer kinematischen und ei-
ner statischen Randbedingung handelt.

Dieses Problem muB jedoch unterschieden werden von dem in Bild 6.2.9 darge-
stellten Beispiel 10, bei dem der Wandreibungswinkel aufgrund einer (fehlenden)
Wandrauhigkeit tatsdchlich zu 6=0 angenommen werden kann und sich Kph=14.9
ergibt.

Auf eine verwandte Problematik beim Grundbruchbeispiel des folgenden Abschnitts
wird hingewiesen.

6.3 6Grundbruch

Fiir das Grundbruchproblem entwickelte Prandtl (1920) als erster die Lé&sung fiir
einen reibungsfreien cu-Boden mit dem bekannten Tragfdhigkeitsbeiwert

Nc=2+" Dieser Wert ist exakt und die Ldsung ist vollstdndig. Mit der KEM

kann dieser Wert durch Steigerung der Elementzahl des Viertelkreises fiir das
11.Beispiel gemdl Bild 6.3.1 mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden, so-
fern die malgebende Grundbruchfigur als bekannt vorausgesetzt wird. Geht man
hingegen von der bewuBt anders gewdhlten Startgeometrie gemdB Bild 6.3.2 aus,
so kann damit wieder die Qualitdt der Optimierung getestet werden. Mit den zu-
nichst eingesetzten Gradienten-Verfahren (s. Abschnitt 5) gelang es nicht, die
richtige Endgeometrie mit dem zugehdrigen korrekten Tragfdhigkeitsbeiwert Nc
zu berechnen. Nur mit dem Quasi-Newton-Verfahren nach Davidon (1975) konnte die
richtige Losung gefunden werden. Interessant ist dabei, daB sich nicht, wie
vielleicht erwartet, die Elemente 1 und 9 nach Bild 6.3.2 in die jeweiligen
Endkeile gemdB Bild 6.3.1 umformen, sondern daB jeweils 2 Elemente den Endkeil
bilden.

Grenzwert 2 + T N. = 515

Beispiel 11: Prondtl's Grundbruchproblem
Bild 631 : Lésung mit der KEM
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Die Punkte P,.P,.P3 bzw. Pg,Pq.P,, liegen bei der Endgeometrie al-

lerdings auf einer Geraden, so daB die Relativverschiebung zwischen den beiden
Elementen jeweils zu Null wird und sich die beiden Elemente hinsichtlich der
Kinematik wie ein gemeinsames Element verschieben. Die Ausrundung eines mig-
lichen Kinematiksprungs durch eine geeignete Interpolationsfunktion gemdR Bild
3.1.3 bei sehr kleinen Relativverschiebungen erweist sich hinsichtlich der
Konvergenzgeschwindigkeit wieder als niitzlich.

l b; = NcBCu
e —

Variation
FStart N_ =630
~Ende N, =517

— Kinematik

Relativver-
schiebung

Beispiel 11: ¢, -Boden, @, =0
Bild 632 Optimierungstest

Zum Nachweis einer ausreichenden Grundbruchsicherheit von flach gegriindeten
Bauwerken wird im allgemeinen von der dreigliedrigen Grundbruchgleichung von
Terzaghi (1943)

(6.3.1)
Of = Pf/B =q Nd + 7, B Nb +C Nc
bzw. von der dimensionslosen Form
aof =g Nd + Nb +C NC (6.3.1)
mit
60f=50f/(72 B); §=Q/(72 B); 6=C/(T2 B) {6-3-2)

fir zentrisch und vertikal belastete Sireifenfundamente gemdd Bild 6.3.3 ausge-
gangen. Die Tragféhigkeitsbeiwerte Nd’ ND und NC werden dabei als nur vom
Reibungswinkel ¢ abhdngige Gréfen angznommen.

Bild 633 Vertikal und mittig

belastetes,starres
Fundament auf
hemogenem Baugrund

Mit der KEM kann diese Form der Grundbruchgleichung ebenfalls nachgewiesen wer-
den. ailerdings mit dem Unterschied, daB die Tragféhigkeitsbeiwerte zunidchst
als abhdngig von den drei Variablen ¢,3 und & angenommen werden miissen.

Eine guantitative Auswertung durch eine Parameterstudie von Hertkorn (1984) be-
statigte zwar den dominanten EinfluB des Reibungswinkels ¢, gleichzeitig wurde
jedoch eine geringfigig auf der unsicheren Seite liegende Abhangigkeit der
Tragféhigkeitsbeiwerte bei groBen Reibungswinkeln ¢ und gleichzeitig groBen
C-Werten festgestellt.

Fir die Praxis ist dieses Ergebnis trotzdem unbedenklich, da erstens meist kei-
ne Grundbruchgefahr bei Boden mit sehr hohen Scherfestigkeiten und hohen Auf-
lasten besteht und zweitens der Unterschied erst fiir ¢>35 und &10 relevant
wird. Hingegen kann sich der EinfluB bei der Interpretation von kleinmaRstib-
lichen Modellversuchen auf Uberkonsolidierte Tonbdden mit hohen E-Werten agfs.
auswirken.

Als weiteres konnte festgestellt werden, daB eine Parallelunterteilung durch
P-Bruchlinien analog Bild 3.3.1 nur bei iberwiegendem ReibungseinfluR einen
signifikanten Einfluf auf das Ergebnis hat.

Mit der relativ einfachen 6-Elemente-Kinematik gemdR Bild 6.3.4 ergeben sich
die in Bild 6.3.5 dargestellten Abhéngigkeiten fiir NC und Nb vom Reibungs-
winkel (Beispiel 12) im Vergleich zu den der DIN 4017 zugrunde liegenden Trag-
fdahigkeitsheiwerten gemdl

Ny = e "™tar (2/4 + 4/2)

=
1

= (Nd~1} cote (6.3.3)

(Nd—1) tane

o
]




= B6 =

R Beispiel 12
o nicht -symmetrische
Grundbruchfigur

Bild 634: 6 Elemente- Kinematik

Wenn man weiter die aus der entsprechenden Fachliteratur bekannten unterschied-
lichen Ergebnisse fiir die einzelnen Tragfahigkeitsbeiwerte miteinander ver-
gleicht, so zeigt sich fast durchweg eine ausreichende Ubereinstimmung hin-
sichtlich Nd und NC. nur fir Nb sind groBere Unterschiede festzustellen.

3 .
Ny Nc =Ny fiir £=3 bei KEM
1.0 1
NRREAEEL h
120 i' 3o AL
| ¥ i
100 ' 100
80 80 |-t 1l
If 18] 2
60 ! 60 i
N 1
40 ‘. 40 i
" “_‘\ 5 T Q? ‘:\_"g
20 ,% 20 ST
A e
0 L W@ oL STaT

0° 10° 2° 30° uo°
Beispiel 12: N, und N_ in Abhdngigkeit von ¢
Bild 635: Vergleich von KEM/DIN 4017

]
b 4
0° 10° 20° 30° 40°

Im Beispiel 13 wird der Tragfahigkeitsbeiwert Nb exemplarisch fir einen ko-
hisionslosen Reibungsboden mit =30 “genauer untersucht. Durch abwechslungswei-
se Netzverfeinerung und Optimierung der Geometrie gemdB einer Kombination der
Optimierungsverfahren 1.5 und 3.1 nach Abschnitt 5.3 ergibt sich der in Bild
6.3.6 dargestellte Bruchmechanismus mit einem Tragfihigkeitsbeiwert von Ny=
8.0.

Fir einen. Vergleith mit.anderen Ldsungen miissen die Randbedingungen ndher un-
tersucht werden.-Wie die 'Kinematik 'des Bildes 6.3.6 klar erkennen laBt, erfdhrt
der unter dem Fundament befindliche (schraffierte) Bodenkeil nur eine Vertikal-
bewegung. Eine Relativbewegung findet nicht statt. Die L&sung erscheint hier
somit als unabhdngig vom Sohlreibungswinkel &, also unabhdngig davon, ob die
Sohle rauh oder glatt ist.
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R e
l‘b“ﬂlﬂﬂmﬁ“

DA

Beispiel 13: Fundamentsohle rauh
Bild 636 : Grundbruchfigur mit Ny =9.0

Ist die Sohle jedoch wirklich glatt, d.h. ist 6=0 bzw. 6<<g, so kann z.B. der
in Bild 6.3.7 dargestellte Bruchmechanismus mit Nb=4.5 auftreten (Beispiel
14).

%

ﬂﬁwgfgf‘

Beispiel 14: Fundamentsohle glatt
Bild 6.3.7 :Grundbruchfigur mit Ny=45

Hier bleibt der Boden unter der Fundamentmitte in Ruhe, und die beiden halb-
seitigen Bodenkeile weichen vertikal und horizontal nach auBen hin aus.

Die praktische Halbierung der Tragfdhigkeit des glatten Fundaments gegeniiber
dem rauhen Fundament 1388t sich unabhéhgig'vom Reibungswinkel ¢ bei Kenntnis der
beiden prinzipiell unterschiedlichen Bruchmechanismen auch wie folgt ableiten:
Unter Vernachldssigung der "Krimmung" des Keils von Bild 6.3.6 (rauhes Fumda-
ment) besteht die Bruchfigur des glatten Fundaments mach Bild 6.3.7 aus zwei
halb so groBen und weitgehend dhnlichen Bruchfiguren wie die des rauhen.
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Daraus folgt
Platy _ 21p (B/2 N
= e s (6.3.4)
P rauh 15 (B) Ny

AuBer den beiden extremen Randbedingungen 6=¢ und 6=0 wird im Beispiel 15 der
EinfluB des Sohlreibungswinkels & auf den Tragfdhigkeitsbeiwert Nb unter-
sucht. Bild 6.3.8 zeigt die Ergebnisse fiir einen -allerdings nur quer unter-
teilten- Bruchmechanismus analog zu Bild 6.3.7.. In Bild 6.3.9 ist die Ab-
hdngigkeit Nb von & dargestellt. Der Tragfahigkeitsbeiwert Nb nimmt von
Nb:5.5 (6=0) monoton zu bis Nb=11.1 fur 6=14.5;¢/2 Die gréReren Werte von

Nb sind fir 6>¢/2 jedoch nicht mehr maBgebend, da jetzt der Bruchmechanismus
des rauhen Fundaments relevant wird.

Beispiel 15: @ = 30°, & variabel
Bild 6.3.8 Grundbruchtiguren
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Wenn man sich beim realen Grundbruchproblem den progressiven Bruch mit zuneh-
mender Mobilisierung der Scherfestigkeit bei monotoner Fundamentverschiebung
vorstellt, so wird aus obigen Uberlegungen die Moglichkeit des Auftretens ei-
nes Verzweigungsproblems wahrscheinlich. Die sichere Konvergenz einer elasto-
plastischen Berechnung eines Streifenfundaments auf einem kohdsionslosen Boden
wird somit als schwierig eingestuft.

N e Die Unterschiede fir die Nb - Werte
b o gegeniiber den Beispielen 13 und 14
11 o T
| F=le == = = o= == sind ausschlieflich auf die unter-
4]

schiedliche Blmnteintellung zu-
rickzufdhren

i Beispial 15: 0O variabel
i

6 i
g : 0 P Bild 63.9 N,(b)

Zur experimentellen Uberpriifung der beiden unterschiedlichen Mechanismen mit
den um den Faktor 2 unterschiedlichen Traglasten wurden von Holzner (1984)
Schneebeli-Versuche mit Kohlestdbchen durchgefithrt. Die glatte Sohle wurde da-
bei durch abschnittsweise Glasplattchen und Rollenlager simuliert, die rauhe
Sohle durch Aufkleben von Sandpapier auf die Fundamentsohle. In Bild 6.3.10 ist
die unterschiedliche Kinematik fir die beiden unterschiedlichen Randbedingungen
zu erkennen. Auch die durch KraftmeBringe festgestellten Traglasten unterschie-
den sich um den Faktor 2! Experimentelle Untersuchungen von Kimura/Kusakabe/
Saitoh (1985) belegen unabhingig durch Rontgenaufnahmen in Zentrifugentests die
unterschiedlichen Verschiebungsbilder. Eine Bestdtigung der Theorie durch das
Experiment kann somit eindeutig festgestellt werden.
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RAUHE SOHLE

NACHGEZEICHNETE BRUCHFIGUR

Pouw = 250 N ; N,
P .= 275 N 5 N,

rest

GLATTE SOHLE

NACHGEZE ICHNETE BRUCHF 1GUR

Poax = 154 N s N, = 2,54
Prece= 135N 5 N, = 1,90

rest”

BILD 6.3.10 MODELLVERSUCHE FUR RAUHE UND GLATTE FUNDAMENTSOMLE;
¥,= 14.7 kN/M* ; ¢ = 24°BIS 25°; L = 4.7 cM; B = 30 cM;

Ny, p1n s017 = .15

In Bild 6.3.11 sind einige aus der Literatur bekannte Tragfihigkeitsbeiwerte
Nb fiir einen Reibungsboden ¢=30° zusammen mit den jeweiligen Voraussetzungen
wiedergegeben und interpretiert. Die verbleibenden Unterschiede sind in erster
Linie auf die unterschiedlichen Randbedingungen zuriickzufihren.

Fiir die Grundbaupraxis diirfte wesentlich und beruhigend sein, daB auch die der
DIN 4017 zugrundeliegenden Nb-werte als im wesentlichen mehrfach abgesichert
gelten konnen. Sie sind allerdings an die Voraussetzung gebunden, daB der
Sohlreibungswinkel & mindestens ¢/2 betrigt.
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Nb Verfahren Autor/Quelle Spannungsverlauf Bruchbild
3.8 Sokolovski Salden (1980) i) s =0
4.5 KEM GuBmann § =10
7.7 | Sokolovski Sokolovski (1965} aﬂﬂmmmmu a7 1
7.9 | Sokolovski salden (1980) & Linedr
’ m verdnder.
B.6 | Statisch smoltczyk (1960) Aﬂ]ﬂ[iﬁ]]nm § =0
>
9.0 KEM GuBmann Gmax /2
Smon = 0
9.9 | Sokolovski Pregl/Kristdfl .aﬂﬂiﬂﬂ]ﬂﬂ]]l
(1983)
10.0 empirisch DIN 4017

BILD 6.3.11 VERGLEICH DES TRAGFAHIGKEITSBE IWERTS Ny FUR ¢ = 30°

6.4 Bdaschungsbruch

Das Boschungsproblem wird zweckmdBigerweise als Standsicherheitsproblem behan-
delt; als zu minimierende Zielfunktion f der KEM wird die Standsicherheit FS
nach Fellenius gemdB Abschnitt 3.2.4 gewdhlt. Die einheitliche Bruchursache ist
dabei die gleichmaBige Reduktion der maximal zur Verfiigung stehenden Scher-
festigkeit Tmax in allen Bruchfugen i auf <

/

moh* also

f=F (6.4.1)

s = "max,i’*mob,i  fiir i=1,... n

Praktisch kann dieses Ziel dadurch erreicht werden, daB die SchluRkraft RS am
obersten oder untersten Element gemdB Bild 6.4.1 mit

R = 0 = @y (6.4.2)

R, = Q.‘;e[=He D, durch Reduktion ven T
g erzielbar

Freje

Bild 6.4.1

Boschungsprobleme mit KEM
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y ) tan ¢ Bild 6.4.3 zeigt fir das homogene Beispiel 16 die variierte Endgeometrie zusam-
800 tanYpy = E men mit dem Sicherheitsfaktor Fg=1.905.
600 c Ein Vergleich mit dem Lamellenverfahren Krey/Bishop gemdR DIN 4084 ergibt den
I C = — =
n mob E Wert f5~1.953.
Ay Aus Bild 6.4.4 gemdR Baumann/Ochmann (1986) ergibt sich fiir das inhomogene Bei-
400 |- i ) ) ]
vy 1\‘ spiel 17 ein geringer Unterschied zu den Lamellenverfahren.
TR
200 3 Li L9
002" :=002. | =002 0.02 |
0 : \i: \\,TT\.\" ﬁ % Bodenkennwerte
d Il L .. i X B -
1 11 12 1‘3 1.L 1_5 Fs 5: I,IX: Stdtzkérper febiehs v c!
| III : Dichtung vaH,fmz}
Bild 6.4.2 Iterative Berechnung | 1 42.5 =
der Sicherheit 1/1 /) z 11 37.5 -
III 27.5 10.0
] rnanrrHIrTTTTlrslrr:rrrnr{rrrnrrnlllrr v 23.5 20.0j
I T T T T T T T T T T T T T T T T
0 Y Wt: : 200,:-
durch eine Iterationsrechnung analog Bild 6.4.2 zu Null reduziert wird. Dammguerschnitt
Die Richtung von RS kann im Prinzip beliebig angenommen werden; es wird die
einheitliche Annahme l-?s senkrecht zur Oberflédche empfohlen. KREY / BISHOP AHBO
Die Iteration konvergiert stets sehr rasch; sie entspricht der bekannten F = 1,68 Fo= 1,34
Iteration zur Auflésung der impliziten Summenformel fiir die Standsicherheit bei
den Lamellenverfahren. 55
0 . . 1.
..... T T T A T
Verwitterungshorizoant
l T T T T | T T T T T T T T T l T T - T |
0 100 200 m
Abgleiten im Verui‘ttarungshoriznnt:
Berechnung nach KREY/BISHOP und JANBU
KEN
50 F = 1,58
LAMELLENVERFAHREN KEM : FS= 1.905 .
— WWW;IH|rnrxilr||rn,rrllltrrlrerITunilrn
KREY/BISHOP: Fg= 1,953 e i
Verwitterungshorizont
. T
BEISPIEL 16: ¢ = 30°; c= 10 kN/M2; v=18 KN/M3 0 _ 100 200
BILD 6.4.3 : VERGLEICH LAMELLENVERFAHREN/KEM Serioh o i Vernittarungeked suans

Beispiel 17 : Inhomogenes B&schungsproblem

Bild 6.4.4 : Vergleich KEM und Lamellenverfahren
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In welchen Fédllen der groBere Rechenaufwand mit dem genaueren Verfahren der KEM
gegeniiber den Lamellenverfahren gerechtfertigt erscheint, wird in einer noch
nicht fertiggestellten Forschungsarbeit von Ochmann (1987) durch eine umfassen-
de Parameterstudie untersucht.

Hinsichtlich der weiteren Unterschiede der KEM und der sonst gebrduchlichen
Verfahren zur L&sung von Standsicherheitsproblemen bei B&schungen sei auf GuB-
mann (1986) verwiesen.

6.5 Rdumlicher Erdwiderstand

Als erstes rdumliches Problem, das mit der KEM gemdB der in Abschnitt 4 ab-
geleiteten Theorie berechnet werden scll, wird ein passives Erddruckproblem ge-
wdhlt, GuBmann (1986).

Grund fir die Auswahl ist die Tatsache, daB es dafir sowohl experimentelle Un-
tersuchungen als auch daraus abgeleitete Bemessungsformeln von WeiBenbach
(1961,1962) gibt, die zu einem Vergleich herangezogen werden kénnen.

Im Falle eines kohdsionslosen Bodens wird die Horizontalkomponente des 2-di-
mensionalen, passiven Erddrucks normalerweise zu
20w 2D (6.5.1)

ph = 7 - Kph

2D
berechnet, wobei Kph der horizontale Tragfahigkeitsbeiwert ist. Nach

WeiBenbach (1961,1962) berechnet sich der 3-dimensionale Erddruck zu

B B
- Voo | [0-3H o o R 2 83 (6.5.2)
E = X + 0.6H tamp
A 1 B P B >o03

Diese Ldsung wird durch verschiedene experimentelle Untersuchungen von WeiBen-
bach (1962) bestdtigt.

Verwendet man die folgenden beiden verschiedenen, aber einfachen Formulierungen

3D H 3D
En=v 5 K3 (6.5.3)
3. 20
Eph‘ vB Eph (6.5.4)

1

3D
wobei Kph der Tragfdhigkeitsbeiwert des 3-dimensionalen Problems ist, und v

der Formbeiwert,

3

ey
o

t

(6.5.5)

v =

K
P
so erhdlt man mit Gleichung 6.5.2

W#G‘gﬁ 0.3H .
vy o= X + 0.6H tane B
1 B -q 20.3

(vw bezeichnet den Formbeiwert nach Weifenbach )

Wie Bild 6.5.1 zeigt, besteht der einfachste Bruchmechanismus fir das Beispiel
18 aus nur drei Elementen (bzw. 2 Elemente im Fall der Symmetrie).

Vor der Berechnung des Formbeiwertes nach Gleichung 6.5.5 wurde das ent-
sprechende 2-dimensionale Problem mit der KEM untersucht. Bild 6.5.2 zeigt 5
verschiedene Bruchmechanismen des ebenen Problems. Der Kph—wert variiert von
5.74 bis zu 5.02 bei einem Reibungswinkel von ¢=30° und einem angenommenen
Wandreibungswinkel von 6=2/3¢.

BEISPIEL 18: ¢ = 30° ; § = 20°
BILD 6.5.1 : EINFACHSTE 3D- KINEMATIK
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5 T [
MO WMZ

BEISPIEL 18 : ¢ = 30° ; & = 20°
BiLD 6.5.2 : K

PH WERTE FUR DAS 2D- PROBLEM

Nach den Tafeln von Pregl/Kristéfl (1983) ergibt sich ein niedrigerer Wert von
Kph=4.95.

Es erscheint angebracht, den einfachen 3D-Bruchmechanismus mit dem einfachsten
2D-Bruchmechanismus zu vergleichen. (Letzterer ergibt einen Wert von 5.74).
Bild 6.5.3 zeigt den Vergleich mit dem ebenen Problem und mit der Losung von
WeiBenbach fiir verschiedenen Verhdltnisse von B/H.

Die Ubereinstimmung ist angesichts der einfachen Elementeinteilung mit der KEM
als gut zu bezeichnen.

a=sl;p=0
w30 6=20%c=0

[am Jo.s |20 20

K;; =[11,34| 7.13 5.75

v = 1.98] 1.24 1.002 BEIPIEL 18 : ¢ = 30° ; & = 20°
v =| 169 117 1.02 BILD 6.5.3 : VERGLEICH DER

FORMBE INERTE
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pariiber hinausgehende weitere eigene Untersuchungen mit komplizierteren Bruch-
mechanismen und anderen Bodenparametern lassen jedoch eine gegeniiber dem 2D-
_Problem bedeutsame Erschwernis erkennen: die Auffindung einer geeigneten
Startgeometrie, fiir die eine zugkrdftefreie Statik (bzw. ozug=N'/A <c)
existiert, ist teilweise wesentlich komplizierter. Zwei Lgsungsmdglichkeiten
scheinen sich anzubieten:

- systematische oder zufdllige Variation der Startgeometrie durch Verfahren der
Gruppe 1 nach Abschnitt 5.3.

_ Reduktion der vorhandenen Scherfestigkeit so weit, bis eine Geometrie mit zu-
lassiger Statik gefunden wird. Minimierung dieses "Vorproblems". Start mit
erhshten Scherfestigkeiten von der gefundenen Endgeometrie und erneute Mini-

mierung, usw..

Dariiber hinaus erscheint die Erarbeitung und Bereitstellung eines Katalogs von
kinematisch zuldssigen Mechanismen fiir die einzelnen 3D-Probleme notwendig zu

sein. Besonders wirkungsvoll wire die Umsetzung dieses Katalogs in einen Pre-

prozessor mit interaktiver Bildschirmgrafik.

Um in der Praxis raumliche Probleme naherungsweise abschdtzen zu kdnnen, wdren
weiter umfangreiche Parameterstudien mittels der KEM und dem Ziel der Er-
mittlung von Formbeiwerten fiir die einschldgigen Grundbauaufgaben zweckmdBig.
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