i

BAUGRUNDINSTITUT
STUTTGART

1985
MITTEILUNG 23

=
ROLAND F. BUCHMAIER

ZUR

BERECHNUNG VON
KONSOLIDATIONSPROBLEMEN BEI
NICHTLINEAREM STOFFVERHALTEN







BAUGRUNDINSTITUT
STUTTGART

1985
MITTEILUNG 23

ROLAND F. BUCHMAIER

ZUR

BERECHNUNG VON |

KONSOLIDATIONSPROBLEMEN BEI
NICHTLINEAREM STOFFVERHALTEN




Das Baugrundinstitut ist unter der Bezeichnung
"Institut fir Grundbau und Bodemmechanik"

eine Einrichtung der Universitdt Stuttgart

ISBN 3-921837-23-5
Gegen Vervielfdltigung und Ubersetzung bestehen keine
Einwdnde, es wird lediglich um Quellenangabe gebeten.

Herausgegeben 1985 im Eigenverlag des Baugrundinstituts.



VORWORT DES HERAUSGEBERS

Die Berechnung von Zeitssetzungsvorgidngen mit Hilfe der Methode der finiten
Elemente begegnet in der Praxis trotz des inzwischen umfangreichen wissen-
schaftlichen Schrifttums hierzu immer noch starker Skepsis. Eine ausschlieB-
lich theoretische Prognose ist wegen der vielfdltigen Annahmen unzuverlidssig.
Besser ist es, Rechenmodelle zu entwickeln, die an Hand gemessener Setzungen
wihrend eines anlaufenden Bauvorhabens fortschreitend verbessert werden kdn-
nmen. Die Zuverlissigkeit solcher Rechenmodelle muB dann aber im Rahmen der
getroffenen Annahmen gewéhrlgistet sein. Die vorliegende Arbeit trédgt dazu
sehr wesentlich bei, indem die verachiedenen numerischen und bodenphysikali-
schen Fehlerquellen systematisch untersucht und in ihrer Auswirkung auf die
Zeitsetzung verglichen werden. Als emmpirisches Datemnmaterial standen die
1980 als Mitteilung 11 dieser Reihe verdffentlichten Lastplattenversuche von
G. Ulrich zur Verfiigung. Es zeigt sich, daB ausgerechnet diejenigen beiden
bodenmechanischen Kennwerte - Durchldssigkeitsbeiwert und Kohdsion -, die
erfahrungsgemif ungenau zu bestimmen sind bzw. von Natur aus sehr streuen,
auch die Dominanten bei der Voraussage zutreffender Zeitsetzungsverlidufe sind.
Dies mahnt zur Bescheidenheit bei der Verfeinerung von Stoffgesetzen. Wich-
tiger erscheint mir, mit dem jetzt verfiigharen Instrumentarium gut dokumen-
tierte Fallbeispiele nachzurechnen, um Theorie und Praxis der Bewertung von

Zeitsetzungsvorgingen wieder nidher zueinander zu bringen.
Der Deutschen Forschungsgemeinschaft sei an dieser Stelle fiir die finanzielle

Férderung eines Teils der Untersuchungen und deren unbiirokratische Abwicklung

gedankt.

Smoltczyk
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ZUSAMMENFASSUNG

In der Arbeit wird untersucht, inwieweit durch die Verwendung nichtlinearer
Stoffgesetze in Verbindung mit der Konsolidationstheorie das Verformungsver-
halten wassergesittigter bindiger Bdden besser beschrieben werden kann. Ab-
weichend von der klassischen Biotschen Theorie werden zwei verschiedene Span-
nungs-Verzerrungsgleichungen fiir das Korngeriist eingesetzt: ein einfaches
hypoelastisches Gesetz (G/K-Modell) und ein elastoplastisches (Kappenmodell),
wobei beim erstgenannten die Erweiterung um einen Dilatanzanteil vorgenommen

wird.

Das numerische Ldsungsverfahren sieht eine FEM-Diskretisierung im Raum und ein
einfaches Differenzenschema in der Zeit vor, Amsatzfunktionen werden dabei fiir
Verschiebungen und Porenwasserdruck verwendet. Zur Reduzierung von numerischen
Stdrungen am Drainagerand bei kleinen Zeitschritten wird ein spezielles Uber-

gangselement entwickelt.

Im Mittelpunkt der Berechnungsheispiele stehen kraft- und verschiebungsgesteu-
erte Lastplattendruckversuche, die im Rahmen einer frilheren Forschungsarbeit
des Baugrundinstituts auf Konstanzer Seeton gefahren worden sind. Die Nach-
rechnung mit im Labor unabhidngig bestimmten Bodenparametern zeigt zundchst
keine gute Ubereinstimmung; erst die Variatiom einiger maBgeblicher Parameter
innerhalb deren Stréubreite bringt weitgehend gute Ergebnisse.. Neben einem
speziellen Dreiaxialversuch wird dariiber hinaus noch die Konsolidation unter
einer Dammschiittung berechnet. Die Sonderfdlle "undrainiert! und "ideal drai-

niert" werden der iber die Zeit gekoppelten Analyse gegeniibergestellt.



SUMMARY

Re. the Computation of Consolidation Problems with Nonlinear Material

Behaviour

In this study it is investigated to which extent the deformation behaviour
of water-saturated, cohesive soils can be better described by using non-
linear constitutive laws in relation with the consolidation theory. Two diffe-
rent stress-strain equations are used for the soil skeleton, in deviation
from the classical Biot theory: one standard hypoelastic law (G/K-model) and
one elastoplastic (cap model), whereby at the first mentioned the extension is

made to cansider dilatancy.

The numerical solution procedure proposes a FEM-discretization in space and a
standard diffential scheme in time by using shape functions for displacements
and interstitial pressure. A special transition element is developed for re-
duction of numerical disturbances at the drainage boundary with small time

steps.

The central point of the computation examples are stress and strain controlled
plate load bearing tests, which were performed on the Konstanz lacustrine clay
within the scope of an earlier sclentific research by the Baugrundinstitut.
The recomputation with soil parameters independently determined in the labora-
tory at first does not show a good agreement; but then the variation of some
significant parameters within their range of scatter brings mainly good results
forward. In addition to a special triaxial test, the consolidation under a dam
is also computed. The special cases 'undrained" and "ideally drained" are com-

pared with the analysis coupled over time.
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BEZEICHNURGEN

Alle verwendeten Bezeichnungen werden an der Stelle des ersten Auftretens im
Text erldutert. Die wichtigsten, an mehreren Stellen auftretenden Bezeichnungen

sind nachfolgend aufgefiihrt.

Tensoren werden in den Rechenvorschriften in kartesischer Indexschreibweise dar-

gestellt, ihre formale Angabe erfolgt in symbolischer Schreibweise mit (.).

A Porenwasserdruckparameter nach Skempton

—Aa duBere Arbeit

Ai innere Arbeit

B Breite des diskretisierten Gebiets

c Kohdsion

c! effektive Kohidsion

e’ Abszissenabsschnitt der Coulombschen Grenzgerade im s'-t'-Diagramm

<, undrainierte Kohdsion

< Parameter zur Festlegung der FlieBfldche in der hydrostatischen
Ebene (elastoplastisches Stoffgesetz)

< Parameter zur Festlegung der FlieBfldche in der Deviatorebeme
(elastoplastisches Stoffgesetz)

<, eindimensionaler Konsolidationsbeiwert E‘.sk/‘yw

D tangentialer Stofftensor

di Elementdicke des i-ten Elements vom Drainagerand

E Hookescher Stofftensor

E Elastizitdtsmodul

Es Steifemodul

e Porenzahl

ey Porenzahl beim Einheitsdruck ar;xl

£ Faktor fiir Zeitschrittschranke

G Schubmodul

Gi Anfangsschubmodul beim CU-Versuch

G0 Parameter des hypoelastischen Stoffgesetzes nach Schad

GUR Schubmodul fiir Ent- und Wiederbelastung

h Druckhdhe

K Kompressionsmodul;

Konditionszahl
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Ko Parameter des hypoelastischen Stoffgesetzes
KUR Kompressionsmodul bei Ent- und Wiederbelastung
k Durchlidssigkeit
Dilatanzmodul
MCSL Steigung der "critical state line'" des elastoplastischen Stoff-
gesetzes
MO Dilatanzmodul bel Erstbelastung
Ni Ansatzfunktion fiir den Knoten i
n Exponent beim hypoelastischen Stoffgesetz:
Anzahl der Lastschritte
n, Anzahl der Elemente
n Normalenvektor
P Porenwasseriiberdruck
Q Druckkraft beim Lastplattenversuch
q konstante Flichenlast;
Durchflufmenge
R Radius der Lastplatte
5 Scherzahl nach Smeltczyk bzw. Schad
S(Index) Oberflache
s,s' halbe Hauptspannungssumme,total:(o; +03)/2, effektiv: (o] + 03)/2
T normierte Zeit;
Tiefe des diskretisierten Gebiets
t Zeit
t! halbe Hauptspannungsdifferenz (o] —o03)/2 = (0; —03)/2 (effektiv = total)
£, Spannungsvektor '
U Verfestigungsgrad
u Verschiebungsvektor '
v Volumen
4 Filtergeschwindigkeit
WL W W Setzung, Sofortsetzung, Endsetzung
X Ortsvektor
X,¥,2 Ortskoordinaten
Y FeldgroBe allgemein
a Porenwasserdruckparameter nach Henkel;
Verhdltnis der Elementdicken dl/dz
uG,uK Parameter des hypoelastischen Stoffgesetzes
BG Parameter des hypocelastischen Stoffgesetzes nach Schad

¥ Verhdltnis der Elementdicken d3/d2
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Wichte des Wassers

Kroneckersymbol (Einheitstensor)
Verzerrungstensor

Anfaﬁgsverzerrungstensor

Volumendilatation

Axialdehnung beim Dreiaxialversuch (Stauchung positiv)
Porenwasserdruck-Stérung

Gewichtungsfaktor beim Differenzenverfahren
dimensionslose, lokale Ortskoordinate
Kompressionsbeiwert

Schwellbeiwert

Querdehnungszahl

dimensionslose, lokale Ortskoordinate
Spannungstensor (Zug positiv)

hydrostatischer Spannungsanteil des eff. Spannungstensors

AN g' +0' +a!

1
3 Txx yy zz
B 3

i +d

2
3

Axial-/Radialspannung im Dreiaxialversuch (Druck positiv)
groBte/kleinste Hauptspannung {Zug positiv)

mittlere Sohlnormalspannung beim Lastplattenversuch {(Druck po-
sitiv)

geologische Vorbelastung

Oktaederschubspannung

effektiver Scherwinkel

Dilatanzwinkel

Winkel des effektiven Spannungswegs gegeniiber s'-Achse im s'-t'-
Diagramm beim CU-Versuch. HilfsgrGBe zur Parameterbestimmung des

hypoelastischen Stoffgesetzes

Kopfzeiger:
deviatorisch
plastisch

tangential
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0 Anfang “

' effektiv

* hypoelastisches Stoffgesetz in "inkrementeller Hookescher" Form
A am Rand vorgegeben

- Ndherung

FuBzeiger:

i, i,k,1 Tensorkomponenten beziiglich des kartesischen x-y~z-Koordinaten-
systems

min minimal

max maximal

t Zeitpunkt ¢

UR Ent-/Wiederbelastung

ui’ti {i-te Komponente des Verschiebungs-/Spannungsvektors,

P,q } Porenwasseriiberdruck/Durchf luBmenge - vorgegeben

1.2,3 Hauptkomponenten

Sonstige Vereinbarungen

AQ) Differenz

dc) Differential

()'i Ableitung beziiglich der Ortskoordinate ki“
9] Ableitung beziiglich der Zeit

&() virtuell

()i i iber gleiche Indizes wird summiert

Matrizen (Fir Spaltenmatrizen wird die Bezeichnung "Vektor" verwendet)

A Systemmatrix fiir die AuflSsung. nach den Porenwasseriiberdriicken
Matrix, allgemein )
Transformationsmatrix L°N

Knotenfreiheitsgrade-Ableitungen im Element (Verzerrungen bzw.
Druckgradient)

Matrix, allgemein

Koppelmatrix

tangentiale Stoffmatrix

Vektor der Knotenkrifte

- I T - - I -

Sickermatrix
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Einheitsmatrix

Summationsvektor

Steifigkeitsmatrix

Differentialoperator

Matrix der Ansatzfunktionen

Vektor der Knoten-Porenwasseriiberdriicke
Vektor der Reaktionskriafte
Verschiebungsvektor

Vektor der Ortskoordinaten
Spannungsvektor (effektive Spannungen)

Nullvektor

Indizes der Matrizen

T

-1

A(A)
diag(A)

Fulizeiger:
Elementmatrix
Verschiebungen

Porenwasseriiberdruck

Kopfzeiger:
transponierte Matrix
inverse Matrix
Eigenwert der Matrix A

Diagonalmatrix

Abkiirzungen der verwendeten Stoffgesetze in den Diagrammen:

LE
HE
EP

linear elastisches, Hookesches Gesetz
hypoelastisches Stoffgesetz

elastoplastisches Stoffgesetz
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1. EINLEITUNG

Die Beurteilung der Funktionsfihigkeit und der Standsicherheit von Griindungen
erfordert in der Regel eine Aussage iiber die im Gebrauchszustand zu erwartenden
Setzungen und iber die Belastung, bei welcher der Boden versagt, also die Bruch-

oder Traglast.

Besteht der Baugrund - ganz oder teilweise ~ aus bindigem Boden, werden sowchl
Setzung als auch Traglast von der Zeit abhdngig sein. Fir die quantitative Be-
stimmung dieser GrdBen legt man in der klassischen Bodenmechanik, je nach Fra-
gestellung, verschiedene Modellvorstellungen zugrunde.

So wird bei der rechnerischen Ermittlung der Setzung bindiger Bdden von einer
Unterteilung in die drei Anteile Sofortsetzung, Konsolidationssetzung und Sekun-
dérsetzung ausgegangen. Diese drei Stufen werden i.a. voneinander entkoppelt be-

trachtet, obwohl sie sich von Beginn der Belastung an iiberlagern.

Die Sofortsetzung tritt unmittelbar nach Aufbringen der Last in Erscheinung. Die
damit verbundenen Volumeninderungen sind nur bei teilgesdttigten Bdden von Be-
deutung ("Auspressen" der Porenluft); bei wassergesdttigten Boden sind diese
gegeniiber den Gestaltsinderungen vernachldssigbar klein. Bei der Berechnung die-
ses Anfangszustands wird der Boden, bestehend aus Korngeriist, Wasser und gegebe-
nenfalls Luft, als elastischer Festkdrper betrachtet. Die Rechnung erfolgt dann
mit den sogenannten undrainierten Verformungsparametern in totalen Spannungen.
Die dabei auftretenden Porenwasseriiberdriicke errechnet man héufig .aus dem

totalen Spannungszustand mit Hilfe von empirischen Porenwasserdruckansatzen.

Die Komsolidationssetzung ergibt sich dadurch, daB ein Teil des freien Poren-
wassers allméhlich aus den Poren ausgepreft wird. Es findet somit eine Span-
nungsumlagerung vom Wasser auf das Korngeriist statt. Die Beschreibung erfolgt
durch die Kopplung eines laminaren Strémungsvorgangs mit dem Verformungsvorgang
eines elastischen porésen Festkorpers. Der Boden wird also als 2- Phasen-Gemisch
dargestellt, wobei fiir die Festsubstanz die Verformungsparameter des drainlerten

Zustands maBgebend sind.

Die Sekunddrsetzung ergibt sich infolge eines viskosen Verformungsvorgangs der
dadurch erklirt wird daB das System auf Anderungen des mechanxschen Zustands

mit einer Anderung des elektrochemischen Potentials verzbgert reagiert, wobei
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gebundenes Porenwasser frei wird und verdréngt werden kann. Der Boden wird hier-
bei als pordser viskoser Stoff idealisiert, auf dessen Verformungsverhalten das
Porenwasser keinen EinfluB mehr hat, d.h. das Korngeriist wird als drainiert an-
gesehen. Die Sekunddrsetzungen werden oft mit Hilfe von empirischen Kriechfunk-
tionen ermittelt, wobei der Spannungszustand nach AbschluB der Konsolidation

zugrunde gelegt wird.

Die Analyse von Bruchzustédnden setzt i.a. voraus, daB der Boden sich entweder
entlang diskreter Gleitfldchen oder innerhalb eines ganzen Gebietes im plasti-

schen Grenzgleichgewicht befindet.

Bei bindigem Boden unterscheidet man im wesentlichen zwischen dem undrainierten
Anfangszustand und dem drainierten Endzustand. Analog zum Verformungsproblem
gilt hier, daB sich die Anfangsscherfestigkeit auf totale Spannungen bezieht,
wdhrend die Endscherfestigkeit von den effektiven, im Korngeriist wirksamen

Spannungen abhangt.

Andererseits wurde mit der Entwicklung der Porenwasserdruck-MeBtechnik die Er-
kenntnis gewonnen, daB die in undrainierten Scherversuchen ermittelten effekti-~
ven Scherparameter mit den aus drainierten Versuchen bestimmten Werten i.a. gut
Ubereinstimmen. Dies bedeutet, daB bei Kenntnis der Porenwasserdruckverteilung
auch im Anfangszustand (und dariiber hinaus wihrend der Konsolidation) Aussagen
tber Bruchzustinde mit Hilfe effektiver Scherparameter getroffen werden konnen.
Zur Bestimmung der hierzu notwendigen Porenwasserdriicke bedient man sich ver-
schiedentlich einer Verformungsanalyse des undrainierten Zustands in Verbindung
mit einem entsprechenden Porenwasserdruckansatz in der zuvor bereits erwahnten

Weise.

Die mit dieser kurzen Ubersicht aufgezeigten verschiedene Modelle, die in der
bodenmechanischen Praxis {iblich sind, haben den Vorteil, daB sie relativ ein-
fach mathematisch formulierbar sind. Dies wiederum bedeutet, daB fiir einfache
Randwertprobleme geschlossene Losungen fiir die Anwendung in der Grundbaupraxis

angegeben werden kdnnen.

Der Nachteil der getrennten Betrachtung der einzelnen Teilprobleme ist, daB die
damit verbundenen verschiedenen Theorien nicht ohne Widerspruch zueinander
stehen und daB fir ein und denselben Boden verschiedene S&dtze von Stoffpara-

metern bestimmt werden mussen.
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Durch die Entwicklung numerischer Verfahren ist es méglich geworden, Probleme
mit allgemeinen Randbedingungen und unter Beriicksichtigung allgemeinen Stoff-
verhaltens zu analysieren. Insbesondere hat die Methode der finiten Elemente
(FEM) in der Bodenmechanik breite Anwendung gefunden, und zwar anfangs aus-
schlieBlich und auch heute noch iiberwiegend bei der Berechnung von statischen
Problemen. Mit der Verwendung nichtlinearer Stoffgesetze 1ld8t sich damit der
Ubergang vom Verformungs- zum Bruchproblem innerhalb einer in sich geschlossenen
Theorie darstellen, was gerade beim Boden wichtig ist, da dieser - im Gegensatz
zu Metall - schon bei geringen Belastungen plastische Verformungsanteile auf-

weist.

Bindiger Boden wurde bis vor kurzem auch bei diesen nichtlinearen statischen
Berechnungen ausschlieBlich als Einphasen-Kontinuum idealisiert, sowohl im An-

fangszustand als auch in Endzustand.

Parallel zu der Entwicklung der Rechentechnik und der Stoffgesetze fiir nicht-
lineare statische Probleme wurden FEM-L&sungen fiir das zwischen den beiden ge-
nannten Zustédnden liegende Konsolidationsproblem angegeben, wobei allerdings
lange Zeit von linear elastischem Verhalten des Korngeriists ausgegangen wurde.
Erst in den letzten Jahren wurden einige Arbeiten vérﬁffentlicht, bei denen
ein allgemeines nichtlineares - z.T. auch viskoses - Stoffverhalten beriicksich-
tigt wurde. Erst die Verweﬁdung solcher Stoffgesetze in Verbindung mit der Kon-
solidationstheorie erlaubt es aber, das Verhalten von 'wassergesﬁttigtgﬁ, binqif
gem Boden allgemein zu beschreiben. Es wird somit mﬁgliéh, die‘z\bxvor éwﬁhnten
Teilaspekte alle mit einer in sich konsistenten Theorie abzudec;ken und. Lﬁ'sungen
mit Hilfe von numerischen Verfahren. insbesondere der FEM, fiir allgemeine: FalIe

anzugeben.

Die Bedeutung des Begriffs Konsolidation ist in diesem Zusammenhang weiter zu
sehen als im klassischen Sinn: Er umfaBt den gesamten Verformungsvorgang eines
bindigen Bodens einschlieBlich der Phasen, in denen kein Porenwasser ausge-
preBt wird. Der undrainierte Anfangszustand ist also als Sonderfall enthalten,
und die je nach Bodenart mehr oder weniger relevanten "Sekundirerscheinungen”
kénnen durch ein entsprechendes rheologisches Modell fiir das Korngeriiat einge-
schlossen werden. Das Wesentliche hierbei ist, daB das Stoffgesetz als Bezichung

zwischen den effektiven Spannungen und den Verzerrungen formuliert wird.
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In der Literatur gibt es, gemessen an der Vielfalt der Verdffentlichungen iiber
die Analyse zeitunabhingiger, nichtlinearer Probleme, recht wenige Beitrdge zu
der zuletzt genannten Thematik. Von diesen Arbeiten beschrinken sich die meisten
wiederum auf die Darstellung der verwendeten Theorie, der numerischen Rechen-
methode und deren Ergebnisse selbst, so daB bis jetzt kaum vergleichende Unter-

suchungen zwischen Rechnung und Messung vorhanden sind.

In der vorliegenden Arbeit wird deswegen mit Bezug auf experimentelle Ergebnisse
fir den Fall eines voll wassergesittigten bindigen Bodens untersucht. inwieweit
durch die Verwendung nichtlinearer Stoffgesetze bei der Berechnung mehrdimensio-
naler Konsolidationsvorginge zutreffendere Vorhersagen fiir das Verhalten des Bo-
dens mbglich sind. Die Auswahl der verwendeten Stoffgesetze bleibt dabei auf
zeitunabhdngige, nicht-viskose Formulierungen beschrinkt: es soll je ein
Stoffgesetz vom hypoelastischen und vom elastoplastischen Typ verwendet werden.
Die numerische LSsung erfolgt mittels finiter Elemente im Raum und finiter

Differenzen in der Zeit.

Zum Vergleich der numerischen Berechnungen mit Versuchen werden vor allem
Lastplattenversuche herangezogen, die im Rahmen eines Forschungsprogramms am
Stuttgarter Institut fiir Grundbau und Bodenmechanik vor einigen Jahren durch-
gefithrt wurden. Es handelt sich dabei um jeweils mehrere Serien von last- und
verschiebungsgesteuerten Druckversuchen mittels einer kreisformigen Platte auf
einem .weichen Voralpenseeton, bei demen neben Setzungs- bzw. Druckkraft- auch
Porenwasserdruckmessungen iiber die Zeit vorgenommen wurden.

Die Bestimmung der fiir die Nachrechnung erforderlichen Bodenparameter erfolgt

mit Hilfe von in der Bodemmechanik gebr&uchlichen Laborgeridten.
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2. KONSOLIDATIONSTHEORIE FUR WASSERGESATTIGTE BINDIGE BODEN

Im folgenden sollen zundchst in einem kurzen allgemeinen Uberblick die wesent-
lichen Entwicklungen der Konsolidationstheorie erwidhnt werden, ohne damit einen
Anspruch auf Vollstindigkeit zu verbinden; es wird vielmehr auf einige einschli-
gige Quellen verwiesen. Daran anschlieBend werden die innerhalb der Arbeit ver-
wendeten Grundgleichungen angeschrieben und fiir das spidtere numerische Losungs-
verfahren aufbereitet. Hierbei soll weitgehend von Vereinfachungen, soweit sie
im Rahmen der Aufgabenstellung zuldssig sind, Gebrauch gemacht werden. So wird
beispielsweise angenommen, daB die Konsolidation unter Eigengewicht abgeschlos-
sen ist.

Die hier verwendete Theorie unterscheidet sich von der klassischen Biotschen
Theorie durch die Einfiihrung nichtlinearer Beziehungen zwischen effektiven Span-

nungen und Verzerrungen.
2.1 Uberblick

Die Begriindung der Konsolidationstheorie erfolgte durch TERZAGHI (1923). Von ihm
wurde fiir das eindimensionale Problem die Differentialgleichung und die dazuge-
hérige Ldsung angegeben. Ausgehend von der Analogie zur Warmeleitung nahm
RENDULIC (1936) die Erweiterung auf mehrdimensionale Probleme vor. Physikalisch
gesehen setzt diese Theorie allerdings voraus, daB.sich die totalen Spannungen
iiber die Zeit nicht.dndern. Ldsungen -innerhalb dieser inkonsistenten - in der’
Literatur oft als "Pseudo-Theorie" bezeichneten = Theorie sind nur méglich, wenn
als Anfangsbedingung eine Porenwasserdruckverteilung vorgegeben wird, die im
allgemeinen Fall mit dem Verschiebungsfeld nicht vertrdglich ist. Die allgemein
anerkannte dreidimensionale Konsolidationstheorie wurde von BIOT (1941 a):be-
grindet. In dieser Theorie wird das Verformungsverhalten eines linear elasti-
schen porésen Festkorpers mit der ‘Sickerstromung des Wassers, fiir die das Darcy-’

sche Gesetz gilt, gekoppelt.

Geschlossene Losungen fiir spezielle Randbedingungen wurden “zunidchst von BIOT
selbst (BIOT 1941 b; ‘BIOT/CLINGAN 1941), @pdter vor allem von GIBSON u.a. (z.B.:
GIBSON/MCNAMEE 1957) angegeben. Die von HEINRICH und DESOYER (1955) aufgestellte
Konsolidationstheorie unterscheidet sich durch die zusdtzliche Beriicksichtigung
eines Auftriebsgliédes, das allerdings nur bei der Konsdlidation ‘unter Boden-

eigengewicht von Bedeutung ist.
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Eine Ubersicht iiber die klassischen Konsolidationstheorien und- entsprechende

Losungen wird von SCHIFFMANN/CHEN/JORDAN (1969) gegeben.

Eine Einordnung der Biotschen Theorie in die von GREEN u.a. (GREEN/NAGHDI
1965; GREEN/STEEL 1966) formulierte Gemischtheorie erfolgt durch KRAUSE (1975).
Es wird gezeigt, daB die Biotsche Theorie fir ein aus zwei inkompressiblen Pha-
sen bestehendes Gemisch einen Sonderfall der Gemischtheorie darstellt, wahrend
die Erweiterung Biots auf endliche Kompressibilitdt im Widerspruch zu den Ergeb-

nissen der Gemischtheorie steht, siehe hierzu auch RUNESSON (1978).

Die Konsolidationstheorie unter Zugrundelegung eines viskoelastischen Kornge-
rusts wurde ebenfalls von BIOT (1956) behandelt. Zahlreiche Hinweise auf die
weiteren Entwicklungen in dieser Richtung finden sich in den: Arbeiten von
GARBSCH (1973) und ULRICH (1980), wo Losungen fiir zweidimensionale Probleme

unter Verwendung des sogenannten Poynting-Thomson-Modells angegeben werden.

Konsolidationstheorien mit nichtlinearen konstitutiven Gleichungen in Verbin-
dung mit geschlossenen Lisungsverfahren wurden nur vereinzelt und fiir einfache
(eindimensionale) Randwertprobleme angegeben. wie z.B. von DAVIS/RAYMOND
(1965) und POSKITT (1969).

Die Beriicksichtigung allgemeiner Nichtlinearitdten im Stoffgesetz wurde erst
mit der Entwicklung entsprechender numerischer Verfahren moglich. Eine hyper-
bolische Spannungs-Verzerrungsbeziehung wird von LEWIS/ROBERTS/ZIENKIEWIGZ
(1976) herangezogen, sie wird allerdings nur auf das Oedometerproblem angewen-
det. Gleichzeitig wird hier der EinfluB eines von der Porenzahl abhédngigen

Durchldssigkeitsbeiwertes untersucht.

Eine allgemeine Darstellung von nichtlinearen Konsolidationstheorien findet sich

in der VerSffentlichung von SZEFER (1977).

Die Beriicksichtigung elastoplastischen bzw. elastisch-viskoplastischen Stoff-
verhaltens bei der Analyse mehrerer zweidimensionaler Konsolidationsprobleme

erfolgt in der Arbeit von RUNESSON (1978).

In den Verdffentlichungen von AUBRY/HUJEUX (1979) und RICHTER (1979) werden
ebenfalls nichtlineare Stoffgleichungen in Zusammenhang mit der Konsolidations-
theorie betrachtet. Das gleiche gilt fiir SAGASETA/BALLESTER/SAINZ (1979). wobei

hier allerdings der Anfangszustand vollkommen getrennt in totalen Spannungen be-
handelt wird.
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Einige weitere Arbeiten, bei denen elastoplastische Stoffgesetze und z.T. auch
viskoplastische Modelle verwendet werden, sind im Tagungsband der 4. Internatio-~
nalen Konferenz iiber numerische Methoden in der Geomechanik (Edmonton) verdf-
fentlicht: ADACHI et al. (1982), MAGNAN et al. (1982), MATSUI/ABE (1982) und
SAINZ/SAGASETA (1982). In allen Fillen steht als Anwendungsbeispiel die schlaffe
Streifenlast (Dammschiittung o.&.) im Mittelpunkt, wobei ein Vergleich mit MeB-
ergebnissen - allerdings nur Verformungsmessungen - nur bei MAGNAN et al. er-

folgt.

2.2 Grundgleichungen der verwendeten Komsolidationstheorie

Die innerhalb der Arbeit verwendete Konsolidationstheorie soll auf folgenden

Voraussetzungen beruhen:

- Der Boden ist voll wassergesidttigt, d.h. es handelt sich um ein Zweiphasen-
gemisch, bestehend aus Korngeriist und Porenwasser.

- Die das Korngerist bildende Kornsubstanz und das Porenwasser sind inkom-
pressibel.

~ Die Deformationen des Korngeriistes sind klein (kleine Verzerrungen und
kleine Verschiebungen).

- Die Porenwasserstrdmung ist laminar und folgt dem Darcyschen Filtergesetz.

- Das Material ist (zumindest bereichsweise) homogen und isotrop.

- Die Beziehung zwischen effektiven Spannungen und Verzerrungen ist nicht-
linear; viskose Verformungsanteile werden nicht beriicksichtigt (physika-
lische Nichtlinearitdt).

- Trégheitskridfte werden nicht beriicksichtigt.

Ausgehend von diesen Annahmen lassen sich die Grundgleichungen wie folgt an-
schreiben. wobei die Darstellung in kartesischen Tensoren (Indexschreibweise)

erfolgt.

2.2.1 Feldgleichungen

« Gleichgewicht

Es wird davon ausgegangen, daB die Konsolidation infolge eingeprigter Volumen-
krifte (Eigengewicht des Bodens) abgeschlossen ist. Der Spannungszustand vor

Aufbringen der duBeren Belastung ist somit fir sich im Gleichgewicht und braucht

hier nicht beriicksichtigt zu werden. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir das
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Gemisch lauten dann:

=0 (2.1)

o.. .
ij,1i

., = 0, (2.2)
ij ji

oij sind hierbei die Komponenten des Tensors der totalen Spannungen.

- Prinzip der effektiven Spannungen

Eine Aufteilung in die im Korngeriist wirkenden effektiven Spannungen und die
im Porenwasser wirkende Druckspannung erfolgt mit Hilfe des Prinzips der effek-

tiven Spannungen, TERZAGHI (1923):

.. = ¢!, - 6. p (2.3)
ij ij ij

wobei mit Gij die totalen, mit Uij die effektiven Spannungen und mit p

der Porenwasseriiberdruck bezeichnet werden (ﬁij: Kronecker-Symbol).

Die Aufteilung nach (2.3) ist nicht zu verwechseln mit einer Aufteilung des

Spannungstensors in einen Deviator- und einen Kugelanteil.

Sowohl die totalen als auch die Partialspannungen beziehen sich auf ein und
dieselbe Schnittflidche des Gemisches, also nicht auf die anteilige Fliche der

die jeweilige Kraft iibertragenden Komponente.

Es ist zu bemerken, daf eine Aufteilung eines Spannungszustands in Partialspan-
nungen statisch gesehen immer zuldssig ist. Dariiber hinaus geht man allerdings
von der Hypothese aus, daB die effektiven Spannungen fiir die Verformungen und
die Scherfestigkeit des Bodens verantwortlich sind und die -~ auch meBbaren -

Porenwasseriiberdriicke die Sickerstromung verursachen.

Fiir wassergesittigte bindige Boden mit nicht allzu geringem Porenanteil ist ~

dieses Konzept als gesichert anzusehen.

- Kinematik

Bei kleinen Deformationen lauten die Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen

€ =7 (u, , + u, ) (2.4)
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- Stoffgesetz fiir das Korngeriist

Es sollen verschiedene Spannungs-Verzerrungsgleichungen verwendet werden. Die
im Rahmen dieser Arbeit betrachteten nichtlinearen Stoffgleichungen sind in
einem separaten Abschnitt {Abschn. 3) ausfiihrlich dargestellt, und zwar in dem

Punkt, wo die Modifizierung eines vorhandenen Ansatzes vorgenommen wird.

Fiir linear elastisches Verhalten gilt

' -
% = Bijkl Skl

- r
oder Eij = Cijkl %1

wobei E._, bzw. C

1ik1 1jk1 Konstanten sind (allgemeines Hookesches Gesetz).

Da die nichtlinearen Stoffgleichungen in differentieller Form vorliegen, soll
auch das lineare Stoffgesetz in Geschwindigkeiten (Raten) angeschrieben werden.
Bei allgemeinen nichtlinearen Stoffgesetzen muB die Spannungsgeschwindigkeit
besonders definiert werdenm, s. BEDNARCZYK (1968):

1 =
°f; = Eijkl 1 (2.5a)
Es sei hier bemerkt, daB der Parameter Zeit nur formalen Charakter hat, solange
die Gleichungen homogen in der Zeit sind. Anstelle der Zeitableitﬁngen koénnten
auch Ableitungen nach einer beliebigen anderen monoton wachsenden Funktion ein-
gesetzt werden. Im Gegensatz dazu handelt es sich bei den in Gleichungen fiir

viskose Stoffe vorkommenden Zeitableitungen um echte Geschwindigkeiten.

Bei der Verwendung eines elastoplastischen Stoffgesetzes 1laRt sich die Be-

ziehung zwischen den Spannungs- und den Verzerrungsgeschwindigkeiten angeben
mit

! E

oi = Dijkl Kl (2.5b)

wobei Dijkl den "tangentialen" Stofftensor (auch oft mit Bt bezeichnet)
darstellt und bei dem hier gewdhlten Gesetz vom gesamten effektiven Spannungs-
zustand und der volumetrischen plastischen Dehnung als Verfestigungsparameter
abhangen soll, SCHAD (1979), d.h. D =D .(g’,egl).
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Flir einen hypoelastischen Stoff gilt ebenfalls

. .
915= Py jr1frt

wobei b definitionsgemd vom gesamten effektiven Spannungszustand abhidngt, also
D=1 (a").

Das Stoffgesetz soll im Hinblick auf das numerische L&sungsverfahren in einer

etwas anderen Form verwendet werden, s. Abschn. 3.2, Gl. (3.19):

. * . ok
] = 1 (2.5 )
o1 = Pagrafe e s c
*
Dijkl kann hier als ‘'inkrementeller Hookescher" Stofftensor betrachtet
werden (abhingig von den variablem Moduln G und K) und e:l als Verzerrungs-

rate infolge Dilatanz.

Als allgemeine Gleichung, die alle drei Fdlle enthdlt, wird im folgenden

- - .

D ( + &7

95 = Pijia i * S (2.5d)

verwendet. é{cl ist dabei als allgemeiner Fall einer Anfangsverzerrungsrate
zu verstehen, wie sie sich beispielsweise auch infolge einer Temperaturinderung
ergeben kann. el“d ist bei den beiden erstgenannten Stoffgesetzen (Gl.2.5 a
und 2.5 b) gleich Null, beim hypoelastischen Stoffgesetz (Gl. 2.5 c¢) ist
° ek

fk1 = k1-

- Kontinuitdatsgleichung

Die Kontinuitdtsgleichung fiir das Gemisch besagt, daB die volumetrische Verfor-

mungsrate des Korngeriistes gleich der ausstrdmenden Fliissigkeitsmenge sein muf
+ v = 0 (2.6)
v stellt hier die Filtergeschwindigkeit dar, die, dhnlich wie die Spannungen,

als statistische Mittelbildung beziiglich einer von beiden Bestandteilen einge-

nommenen Kontrollfliche zu verstehen ist. Wegen der Annahme kleiner Verfor-
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mungsraten braucht zwischen der Stromungsgeschwindigkeit relativ zum Kornge-
riist und der absoluten Stromungsgeschwindigkeit (gegeniiber einem festen Bezugs-
system) nicht unterschieden zu werden.

- Filtergesetz

Das Darcysche Filtergesetz lautet bei Isotropie

v, = -k h’i’

i

wobei h die Druckhdhe und k der Durchlédssigkeitskoeffizient sind. Wegen der
Linearitdt dieses Stoffgesetzes geniigt es, nur die Porenwasseriiberdriicke, die
sich gegeniiber einem auskonsolidierten Ausgangszustand einstellen, zu betrach-

ten. Es gilt dann:

=.-k (2.7
v p p

(Yw: Wichte des Wassers)

Zur vollstdndigen Beschreibung des physikalischen Sachverhalts sind neben dem

Feldgleichungen noch die Rand- und Anfangsbedingungen anzugeben.
2.2.2 Randbedingungen

Es wird unterschieden zwischen Verschiebungs- und Spannungsrandbedingung einer-

seits sowie zwischen Porenwasseriiberdruck- und Abflufrandbedingung andererseits.
- Verschiebungsrandbedingung
u, =1 auf S 2.8
- ui (2.8)
- Spannungsrandbedingung

Diese bezieht sich auf totale Spannungen. Es gilt

A
o,.n, =T, auf S, (2.9)
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- Porenwasseriiberdruck-Randbedingung
A
P=p auf Sp (2.10)

- AbfluB-Randbedingung

v.n, =g auf sq (2.11)

Die Teilrandbereiche Sui und Sti dirfen definitionsgemdf nicht iiberlappen
und ergeben (fiir jede Komponente i) zusammen die gesamte Oberfliche S, das
gleiche gilt fir Sp und Sq' Dabei ist zu bemerken, daB die erstgenannten

Rénder von den letzteren unabhingig sein kdnnen.

Die mathematischen Bezeichnungen lauten fir (2.8) und (2.10) Dirichletsche und
fiir (2.9) und (1.11) Neumannsche Randbedingung. Allgemeinere Fille wie gemischte
Randbedingungen (gesuchte Funktion und deren Ableitung sind miteinander ver-

kniipft) werden hier nicht betrachtet.
2.2.3 Anfangsbedingungen

Wie oben schon erwidhnt, soll von einem konsolidierten Zustand ausgegangen wer-
den. Die Verschiebungen und Porenwasserdriicke beziehen sich auf diesen Aus-
gangszustand und sind somit vor Aufbringen der Zusatzlast gleich Null. Wegen
der Spannungsabhidngigkeit im Stoffgesetz missen die (effektiven) Gesamtspannun-
gen betrachtet werden, der Zustand vor Belastung soll deshalb als verformungs-

loser Eigenspannungszustand erhalten bleiben.

Vor Aufbringen der Last gilt:

uy (t=0") = 0 (2.12a)

P (e=07) = 0 (2.12b)

g, (t=07) = o', (2.12c)
1] 1]

Nach dem plotzlichen Aufbringen einer Last (eines Lastinkrementes) wird sich

eiln neuer Spannungs- und Verformungszustand unter Beriicksichtigung der in 2.2.1
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und 2.2.2 angegebenen Feld- und Randgleichungen einstellen. Allerdings muB die
Bedingung, daB zum Zeitpunkt t=0% noch kein Porenwasser abgestrdmt ist und

somit keine volumetrische Formidnderung stattgefunden hat, beriicksichtigt werden.
Anstelle der Gleichung (2.6) tritt daher fiir t=0" die Anfangsbedingung

e,., (t=0") = 0 (2.13)
11

Diese Aussage stellt eine Inkompressibilitédtsbedingung bei t=0" Ffiir das Ge-
misch dar. Die Beschreibung des zeitunabhdngigen Anfangsproblems ergibt sich
damit vollkommen analog zu der Formulierung fiir ein inkompressibles Einphasen-
Medium.

Auf die Behandlung des Anfangsproblems in Zusammenhang mit der numerischen L3-

sung wird im Abschnitt 4 noch einmal eingegangen.

2.3 Prinzip der virtuellen Arbeit

Die im vorangehenden Abschnitt angegebenen Gleichungen reichen zur Beschreibung
eines bestimmten Konsolidationsproblems aus. Im Hinblick auf das numerische L&-
sungsverfahren (s. Abschn. &) ist es aber notwendig, die zuvor getroffemnen loka-
len (differentiellen) Aussagen durch entsprechende globale (integrale) Ausdriik-

ke zu ersetzen.
Hierzu kann man zwei verschiedene Wege einschlagen:

a. Man benutzt keine zusdtzlichen physikalischen Aussagen und behandelt die an-
gegebenen Differentialgleichungen rein mathematisch mit Hilfe von Variations-

verfahren.

b. Man ersetzt einen Teil der differentiellen Beziehungen direkt durch einen mit

Hilfe von Energiemethoden gewonnenen gleichwertigen Arbeitsausdruck.

Fiir das Konsolidationsproblem gab Sandhu als erster ein Variationsprinzip an
(SANDHU, 1968; SANDHU/WILSON, 1969). Ein erweitertes Variationsprinzip wurde
von YOKOO/YAMAGATA/NAGAOKA (1971) abgeleitet. Die Ableitung der Prinzipe der
virtuellen Arbeit fiir Gemische findet sich bei KRAUSE (1975 b). Eine erweiterte
und damit allgemeinere Darstellung der Variationsverfahren fiur Konsolidatioms-

probleme wurde von SANDHU (1976) angegeben.
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Im folgenden sollen, in Anlehnung an die Arbeit von Krause, die Gleichungen fiir
die virtuellen Arbeiten gemdR (b) direkt verwendet werden. Geht man davon aus,
daB es sich bei den Verschiebungen und den Porenwasseriiberdriicken um zwei von~-
_einander unabhidngige Feldgrdfen handelt, muB man statt der Gleichgewichtsbedin-
gung (Gl. 2.1) das Prinzip der virtuellen Verschiebungen und statt der Kontinui-

titsbedingung (Gl. 2.6) das Prinzip der virtuellen Krédfte (Driicke) anschreiben.
2.3.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Bei diesem Prinzip geht man von einem gedachten (virtuellen) Verschiebungszu-
stand Su, aus, der dem tatsdchlichen, sich im Gleichgewicht befindlichen Ver-
schiebungszustand zum Zeitpunkt t iiberlagert wird. Dieser virtuelle Verschie-
bungszustand mufl vertrédglich sein mit den kinematischen Randbedingungen der un-
tersuchten Struktur, d.h. an den Riandern Sui mit vorgeschriebenen Verschie-
bungsbedingungen (Gl. 2.8) ist bu, = 0.

Das Prinzip besagt, daB dann die Summe der Arbeiten der duBeren und der inneren

Krédfte gleich Null sein muB:
bAa(t) + 6Ai(t) =0 (2.14)

Die virtuelle Arbeit der &HuBeren Krdfte ist fiir den Fall, daB nur Oberflidchen-

spannungen gemif Gleichung (2.9) aufgebracht werden,

6A (t) = [ T.(x,t) bu,(x) ds, (2.15)
a s 1~ i~
ti

die virtuelle Arbeit der inneren Krifte ist
= - dv. =
6Ai(t) { aij(i,t) Gsij(s) (2.16)

Die beiden Arbeitsausdriicke enthalten eine Verkniipfung von totalen Spannungen
mit VerschiebungsgroBen des Korngeriistes. Bei korrekter Betrachtungsweise muf
zundchst von einer getrennten Kinematik und den entsprechenden SpannungsgrdBen
unter Einbeziehung der zwischen beiden Phasen wirkenden Austauschkraft ausge-
gegangen werden. Nach einer Umformung ergeben sich dann die angeschriebemen
Terme (s. z.B. KRAUSE, 1975 b). Zum selben Ergebnis kommt man, wenn nur die
Festkdrperphase betrachtet und die Interaktionskraft (Porenwasserdruckgradient)
als duBere Kraft eingefiihrt wird, wie z.B. von ZIENKIEWICZ (1971). Als Zwi-

schenschritt ist allerdings eine Umformung mit dem GauBschen Integralsatz er-

erforderlich.
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(2.15) und (2.16) in (2.14) eingesetzt ergibt:

’E.sui as = 0 (2.17)

! uijéeij av - f i

v S, .
ti

Unter der Voraussetzung, da8 cij und ti beziiglich der Zeit stetig und diffe-
renzierbar sind, kann Gleichung (2.17) auch in Geschwindigkeiten angeschrieben

werden:

(2.18)

<t
.
[
et
o
[
a
<
1
t—
e
[«
e
[N
7]
n
<

Anstelle der Gleichgewichtsbedingungen (2.1) und (2.2) sowie der Randgleichung

(2.9) wird also im folgenden dieser Aquivalente Arbeitsausdruck verwendet.
2.3.2 Prinzip der virtuellen Kridfte (Driicke)

In einer dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen analogen Weise geht man hier
von einem gedachten (virtuellen) Druckzustand Gp.aus, der dem tatsdchlichen
Druckzustand, der die Kontinuitdtsbedingung erfiillt, zum Zeitpunkt t iiberlagert
wird., Dieser virtuelle Zustand muf vertriglich sein mit den statischen Randbe-
dingungen des Systems, d.h. an den Randern Sp mit vorgeschriebenen Porenwas-
serilberdruck-Randbedingungen (2.10) ist &p = O.

Die vom virtuellen Druck im Innern durch die Volumeninderung der Fliissigkeit und

die am Abflufrand geleistete Arbeit miissen zusammen Null ergeben, es gilt:
* *
6a_(t) + eAi(t) =0 (2.1

Die virtuelle Arbeit soll hier, um den Unterschied zu (2.14) 2zu verdeutlichen,
*
mit einem * gekennzeichnet werden. 8A wird in der Literatur auch als virtuel-
*
le Komplementdrarbeit bezeichnet; 6A und 6A sind hier jedoch zwei voneinander

unabhangige ArbeitsgrdBen.
Die Arbeit des virtuellen Druckes am dufleren Rand ist gegeben durch:

8a5(t) = [ (§(x,t) - v;(x,0)n, () de 6p(x) 48 (2.20)
S
q
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und die virtuelle innere Arbeit:
*
A (t) = [ (v, .(x,t) + q(x,t)) dt 6p(x) av (2.21)
1 v 1,1 ~ ~ ~
wobei q(z,t) eine innere Quelle darstellt.

Wenn man die volumetrische Forminderung des Korngeriistes als einzige innere

Quelle ansieht, ist

qlx,t) = éii(f’t)
und somit

847 (6) =L G0 v E D) at et av (2.22)

(2.20) und (2.22) in (2.19) eingesetzt ergibt:

f(vi i * éii) dt 6p dV + [ (g - vini) dt 6p dS = 0 (2.23)
v ' S
q

Differentiation nach der Zeit ergibt dann:

{("i'i +€;,06PdV + [ (§-vn)6pds=0 (2.24)
’ S
q

Dieser Arbeitsausdruck wird somit im weiteren anstelle der Kontinuitdtsgleichung
(2.6) und der Randbedingung (2.11) verwendet. Fiir die weitere Behandlung ist es
zweckmédBig, den 1. Term in Gleichung (2.14) noch umzuformen. Unter Verwendung

des GauBschen Integralsatzes erhdlt man:

- vép .  dV+§von 6pdS+ [ e, 6paV+ [ (§-v.n,) 6p dS = O (2.25)
i i il ii ii
v ! S \ S
q
Voraussetzungsgemidl ist auf Sp 6p = 0, so daB sich das zweite Integral nur

iber Sq erstreckt. Der Ausdruck vereinfacht sich somit zu:

_£ ViR L AV + { F:iiép av + [ q 6p ds = 0 (2.26)
S
q
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2.3.3 Ausgangsgleichungen fiir das numerische Ldsungsverfahren

In die oben angegebenen, aus den Prinzipen der virtuellen Arbeit abgeleiteten
Ausd;ﬁcke.ﬁﬁssén nun die noch nicht verwendeten bzw. nicht ersetzten Informa-
tionen des Abschnitts 2.2 eingearbeitet werden. In Gleichung (2.18) werden die
totalen Spannungen durch die effektiven Spannungen und den Porenwasseriiberdruck

unter Verwendung von (2.3) ersetzt:

. p .. A
{roij bey; AV -vf 644P ey de - sf Tt 6u, dS =0
' ti

Mit den Gleichungen fiir die Kinematik (2.4) und fiir die Spannungs-Verzerrungs-
beziehung {(2.5) - hier als allgemeiner Fall Gl. (2.5 d) - ergibt sich:
. A

p dV- [ 6u 't ds = 0 (2.2D)

i
Sti

D 4 .dv - D,,, &%, dv - [ 6u, .5,
{5“1,3- 13k1%,1° -fvﬁui,j 13k1%k1 { 1,:%13
Die Gleichungen fiir die Kinematik (2.4) und das Darcysche Gesetz (2.7) in (2.26)

eingesetzt ergibt:

I L 6p .p, AV + [ bp'ﬁ av + f ép Q ds =0 (2.28)
h ,i7,1 i,i
\' w . v Sq -

Diese belden Gleichungen sind die Ausgangsgieichungen fir das im Abschnitt &

beschriebene numerische Verfahren.

Es ist zu erwihnen, daB der hier eingeschlagene Weg mit Verséhiébungen'und Po-
renwasseriiberdriicken als unabhingige Feldgrdfien nur eine von vielen Maglichkei-
ten darstellt. In einem Bericht von SANDHU (1976) werden weitere Lisungsmig-
lichkeiten mit Hilfe gemischter Ansédtze, beispielsweise mit Verschiebungen,
Spannungen, Porenwasserdriicken und Stromungsgeschwindigkeiten als primire Un-
bekannte aufgezeigt, von denen bis jetzt allerdings nur wenige realisiert wor-
den sind, siehe hierzu 2.B. AUBRY/HUJEUX (1979) und CIVIDINI/GIODA (1982). Die
Vorteile der daraus abgeleiteten Lasungsalgorithmén liegen angeblich in der
héheren Genauigkeit, insbesondere bezﬁélich der.Spanndngen.’hls Nachteil ist
allerdings der groBere numerische Aufwand zu sehen. Die Fragenm zur numerischen
Stabilitidt und zum Auftreten von Singulatititén in Vefb%hdung mit 5pézie11eﬁ>

Ansatzfunktionen bleiben weitgehend ungeklart.
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3. STOFFGESETZE FiR DAS KORNGERUST

Unter dem Begriff Stoffgesetz ist hier das mathematische Modell zur Beschrei-
bung des Zusammenhangs zwischen den effektiven Spannungen und den Verzerrungen

des Korngeriists zu verstehen.

Ein Uberblick iber die heute in der Bodenmechanik gebraduchlichen Stoffgesetze
wird von GUDEHUS (1980) gegeben. Die Stoffgesetze lassen sich in die Kategorien
Elastizitdt, Plastizitdt und Viskositdt einordnen. Viskose, d.h. geschwindig-
keitsabhingige Modelle sollen innerhalb der vorliegenden Arbeit nicht betrachtet
werden. Diese Stoffgesetze sind in allgemeiner Form noch wenig entwickelt, und
selbst bei speziellen Ansidtzen kann die Parameterbestimmung bereits grofie

Schwierigkeiten mit sich bringen, s. GUSSMANN (1979).

Das geschwindigkeitsabhdngige Verhalten des Bodens wird hier ausschlieBlich iber
die gekoppelte Porenwasserstromung beriicksichtigt, die in diesem Abschnitt nicht
behandelt wird. )

Die Méglichkeiten, wie die physikalische Nichtlinearitat von nichtviskosen Béden
beschrieben werden kann, sind in der Arbeit vom SCHAD (1979) ausfijhrlich darge-
stellt. In dieser Arbeit werden dann auch zwei Stoffgesetze vorgeschlagen, die
sich im Zusammenhang mit der numerischen Berechnung von statischen, zeitunab-
hingigen Problemen als brauchbar erwiesen haben. Von diesen Formulierungen soll
im weiteren bei der Untersuchung des Einflusses des n;chtlinearen Materialver-
haltens auf die Konsolidationsanalyse ausgegangen werden. Es handelt sich zum
einen um ein einfaches hypoelastisches und zum andern um ein elastoplastisches

Stoffgesetz.

Am Anfang der Entwicklung der nichtlinearen Stoffgesetze fiir Béden standen ein-
fache hypoelastische Formulierungen im Vordergrund, die meist auf einer Varia-
tion der Hockeschen Moduln in inkrementeller Form basierten. Als es zundchst
darum ging, klassische Spannungs-Verformungsprobleme der Bodenmechanik mittels
numerischer Berechnungen zu lisen, erhielt man unter Verwendung dieser Stoffge-

setze i.a. durchaus zutreffende Ergebnisse.

Bei den neueren Entwicklungen handelt es sich weitgehend um elastoplastische
Formulierungen, da man mit diesem Konzept das Spannungs-Verformungsverhalten

des Bodens allgemeiner beschreiben zu kénnen glaubt. Dies gilt vor allem fir
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Probleme mit Belastungsumkehr und zyklischer Beanspruchung, siehe z.B. LADE
(1979), VERMEER (1980) und MROZ/NORRIS/ZIENKIEWICZ (1979).

Eine vergleichende Untersuchung von MROZ (1980) zeigt, daB differentielle Stoff-
gesetze der elastoplastischen und der hypoelastischen Klasse fiir monotone Be-
lastungsvorgédnge einander &dquivalent sind, wihrend sich bei (wiederholten) Ent-

und Wiederbelastungsvorgingen wesentliche Unterschiede ergeben.

In der Grundbaupraxis finden die eingangs genannten nichtlinearen Gesetze breite

Anwendung.

Das in Grundbau und Bodenmechanik bisher am haufigsten angewandte nichtlineare
Stoffgesetz ist das von DUNCAN/CHANG (1970). das von GUDEHUS (1980) als "pseudo-

elastisch'" bezeichnet wird.

Die urspriingliche Formulierung geht von einer hyperbolischen Abhidngigkeit zwi-
schen €, und o, -0, im Dreiaxialversuch aus, woraus sich ein mit der Span-
nung variabler Elastizitdtsmodul (Tangentenmodul) ableiten 1&Bt. Die Querkon-
traktionszahl wird hierbei als konstant angenommen. Die damit verbundene Aussa-
ge, daf mit zunehmender Scherbeanspruchung auch die Kompressionsfestigkeit ver-
lorengeht, ist fiir Boden nicht gerechtfertigt. Richtiger ist dagegen, das
Scherverhalten iiber den Schubmodul und das volumetrische Verhalten iiber den

Kompressionsmodul getrennt zu erfassen.

Ein entsprechender Ansatz, bei dem die hyperbolische Funktion von Duncan/Chang
libernommen wurde, ist beispielsweise bei LAUMANS (1977) zu finden; auch-von
SCHAD (1979) wurde u.a. fiir Vergleichsrechnungen diese modifizierte Duncan/

Chang-Form benutzt.

3.1 Hypoelastisches Stoffgesetz

3.1.1 Stoffgesetz von Schad

Das von SCHAD (1979) vorgeschlagene hypoelastische Stoffgesetz wurde mit Hilfe-
von spannungsabhéngigen Schub- und Kompressionsmoduln direkt formuliert. Eé hat
segeniiber den verschiedenen Duncan/Chang-Versionen den Vorteil, daB es - zumin-

dest bei monotoner Belastung - keine Unstetigkeit aufweist.



- 40 -

Die Spannungs-Verzerrungsbeziehung lautet:

. . 2 -

aij = ZGls.lj + Gij(K -3 G) €k (3.1)
mit 6 =G - uG(ai + 03') - BG(ui - aé) (3.2a)
und K = K -a o (3.2b)

fiir Erstbelastung.

Das Coulombsche Bruchkriterium ist implizit enthalten. Fir Ent- und Wiederbe-
lastung werden G und K konstant gesetzt:

G = Gyp und K = Ko (UR = unloading/reloading).

Bei der numerischen Integration dieser Stoffgleichungen geht man i.a. davon aus,
daB die Spannung wdhrend eines Inkrementes konstant bleibt, d.h. es ergibt sich
eine lineare Beziehung zwischen dem Spannungs- und dem Verzerrungsinkrement wie
beim Hookeschen Gesetz. Stoffgesetze dieser Art werden daher auch oft als "in-

krementell Hookesche Gesetze' bezeichnet.

Der Vorteil besteht darin, daB sie in dieser Form besonders einfach in ein FE-
Programm implementiert werden kénnen. Ein Nachteil ist darin zu sehen, daB die
deviatorische Spannungsdnderung und die Volumendnderung vonmeinander getrennt

sind, d.h. die Erscheinung der Dilatanz kann damit nicht erfaBt werden.

Der EinfluB des Dilatanzverhaltens des Bodens ist je nach Problemstellung unter-
schiedlich. SCHAD (1979) stellt fest, daB bei "viel &uBerem Zwang', also starker
Einschrinkung des Verformungsverhaltens durch kinematische Randbedingungen, die
GréBe des Dilatanzwinkels (er bezieht sich auf ein elastoplastisches Stoffge-

setz) von entscheidender Bedeutung ist.

Dies muB sinngemdB auch fiir innere Zwinge gelten, wie sie bei wassergesdttigten
bindigen Btoden gegeben sind: Da das Porenwasser die volumetrische Verformung be-
hindert, entstehen Porenwasseriiberdriicke, die von der reinen hydrostatischen

Spannungsinderung meist sehr stark abweichen.

Sowohl mit dem oben angegebenen hypoelastischen Ansatz als auch mit anderen

"inkrementell Hookeschen" Gesetzen - also auch Duncan/Chang - erfolgt somit
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eine starke Fehleinschidtzung der Porenwasserdriicke im undrainierten Zustand und
wahrend der Komsolidation, reine Kompressionszustinde ausgenommen.
Zur Veranschaulichung soll ein undrainierter Standard-Dreiaxialversuch (CU) be-
trachtet werden ( wegen der Bezeichnungen s.a. Bild 5.6).
Aus Gleichung (3.1) folgt fiir das Kompressionsverhalten:
G+ 2 ot .
2 L (3.3)
3 v

Da die Probe nicht entwdssert wird, gilt

=0
€y
und somit

'+ 24'=0
a r

Mit Hilfe des Prinzips der effektiven Spannungen (2.3) folgt
o, -P+2 (or -p) =20

bzw. wegen 5r= 0

(3.4)

L -X1
s
Wi =
Qs

Stellt man den zugehdrigen effektiven Spannungsweg im -s'-~t'-Diagramm ‘dar,
Bild 3.1, ergibt sich die gestrichelt eingezeichnete Gerade mit der Steigung
3:1. Zum Vergleich, ist eine gemessene Versuchsspur (punktiert) eingetragen,

wie sie fir eine normalkonsolidierten weichen Ton typisch ist.

Es zeigt sich deutlich, daB die Porenwasserdruckentwicklung mit der Verwendung
eines Stoffgesetzes, das Gleichung (3.1) geniigt, stark unterschitzt wird. Die
direkte Auswirkung auf die Vorhersage von Vér‘formungen‘ und Bruchlasten ist
offensichtlich. frA

gerechnet nach (3. 4)
/Gr;=cons‘r

Bild 3.1: - effektiv total
'/. \/
Spannungswege beim Standard-

. . em .
Dreiaxialversuch (cU) gemessen
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3.1.2 Beriicksichtigung der Dilatanz

Die Tatsache, daB kiornige Medien bei reiner Scherbeanspruchung Volumenverdnde~
rungen zeigen, wurde bereits von REYNOLDS (1885) erkannt. Diese als Dilatanz be-
zeichnete Eigenschaft wurde von ihm mit Hilfe von Kugelmodellen erklédrt. Eine
Quantifizierung des Dilatanzverhaltens erfolgte mit der Einfiihrung des Dilatanz-
winkels durch BENT HANSEN (1958) und durch die von ROWE (1962) entwickelte
vgtress-dilatancy"-Theorie. Beide Konzepte beziehen sich auf plastische Grenz-
zustande in kérnigen Medien und stellen FlieBregeln im Sinne der Plastizitdts-

theorie dar.

Wegen der iiberwiegenden Anwendung dieser Theorien auf Probleme mit Sand versteht
man unter Dilatanz i.a. eine Volumenauflockerung infolge Scherens. Fiir das ge-
genteilige Verhalten wird oft der Begriff "Kontraktanz" verwendet. Im folgenden
soll die Bezeichnung Dilatanz als Oberbegriff aufgefafBt werden, die Art der Vo-
lumenverdnderung soll durch das Vorzeichen an entsprechender Stelle geregelt

werden.

Ein erster Versuch, die Auswirkung der Dilatanz bindiger Béden - wie sie in
Bild 3.1 durch die Abweichung der gemessenen effektiven Versuchsspur von der
"theoretischen Linie" dargestellt ist - quantitativ zu erfassen, ist der Ansatz
von SKEMPTON (1954). Er beschreibt den Porenwasseriiberdruck auf Grund von Mes-
sungen an undrainierten Dreiaxialversuchen als Funktion der t o E a l e n

Spannungen.

Fiir voll wassergesidttigte Biden lautet diese Formel:
ap = - Acy - Aldsy - Acy) (3.5)

Eine allgemeinere Formulierung unter Berlicksichtigung des Einflusses der mitt-
leren Hauptspannung 9y wurde von HENKEL (1960) angegeben:

Ap = - 4o+ aATOCt (3.6)
Weitere Ansdtze dieser Art gehen davon aus, daf die Faktoren A bzw. a keine Bo-
denkonstanten sind, siehe hierzu THAMM (1974) sowie FRANKE/SCHUPPENER (1978). Es
sei bemerkt, daB die Wiedergabe eines bestimmten MeBergebnisses in dieser Form
fiir sich kein Stoffgesetz darstellt; ein Porenwasserdruckansatz kann allenfalls

als Teil eines Stoffgesetzes interpretiert werden.
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Wie bereits im vorigen Abschnitt angedeutet wurde, kann die genannte Erscheinung
aber auch iber ein Stoffgesetz, also eine Beziehung zwischen effektiven
Spannungen und Verzerrungen, beriicksichtigt werden, wenn dieses im Ansatz die

Dilatanz enthalt.

Dieses Vorgehen scheint zweckmidfiger: Es kdnnen nicht nur die Porenwasserdriicke-
im undrainierten Zustands erfaBt werden, sondern es kdnnen auch Volumenverfor-
mungen erkldrt werden, die bei reiner Scherbeanspruchung unter drainierten Be-
dingungen gemessen werden (HORN, 1964). Zustdndé zwischen den beiden extremen
Bedingungen kdnnen im Rahmen der Konsolidationstheorie unter Verwendung eines
so an ein Stoffgesetz angekoppelten Porenwasserdruckzustdnds widerspruchsfrei

beschrieben werden.

In der Bodenmechanik gibt es einige Ans&dtze, welche die Dilatanz in einfacher
Form beriicksichtigen. Sie sind durch Erweiterung von "inkrementell Hookeschen

Gesetzen" um einen entsprechenden Dilantanzanteil entstanden.

LAUMANS (1977) verwendet beispielsweise den hyperbolischen Ansatz nach Duncan/
Chang fiir einen variablen Schubmodul und fihrt fiir Spannungszusténde unterhalb
der Mohr-Coulombschen FlieBgrenze einen spannungsabhingigen Dilatanzwinkel ein.
RICHTER (1979) geht ebenfalls vom Duncan/Chang-Ansatz aus und superponiert eine
Dilatanzfunktion, die von der zweiten Invarianten des Verzerrungs-bDeviators ab-
hdngig ist. Eine Zhnliche Erweiterung des Hookeschen Gesetzes wird von VERRULJT
(1977) vorgeschlagen.

Ein Teil des Stoffverhaltens wird hierbei nicht direkt iiber eine Spannungs-Ver-
zerrungsbeziehung formuliert, sondern liber kinematische Zwangsbedingungen impli-
ziert. Dies ist prinzipiell nicht falsch, es ist allerding_s nicht korrekt, wenn
dabei die aus dem Hookeschen Gesetz abgeleiteten Beziehungen zwischen den (va-

riablen) Verformungsmoduln - z.B. G = E/2(l+v) - nach'wie vor verwendet werden.

Geht man vom Konzept der Hypoelastizitdt aus, ist es naheliegend, den Dilantanz-
anteil direkt in die Spénnungs—Verzerrungsﬁezieimng mit einzubeziehen. Bei einem
hypoelastischeh Gesetz ist die Spannungsgeséhwindigkeit éine Funktion der -Ver-
zerrungsgeschwindigkeit und der Spannungen selbst. Es gilt allgemein:

. .
515 = Pysae? g (3.7

Un auf eine einfache Form zu kommen, soll der Ans"atz von SCHAD (1979) so erwei-
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tert werden, daB zum einen die Anschaulichkeit der gewshlten Funktionen und Pa-
rameter erhalten bleibt und zum andern méglichst wenige zusidtzliche und einfach

zu bestimmende Stoffparameter eingefiihrt werden missen.

Die in (3.1) und (3.2) bereits angegebene Spannungs-Verzerrungsbeziehung kann in
einen reinen Gestaltsidnderungs- und in einen Kompressionsanteil aufgeteilt wer-

den.

Fir die deviatorischen Anteile gilt:

s2-26¢7 (3.8)
ij ij
Dieser Zusammenhang soll beibehalten werden, wobei auf die Abhadngigkeit des
Schubmoduls G vom Spannungszustand im ndchsten Abschnitt (Abschn. 3.1.3) noch

eingegangen wird.

Fiir die volumetrischen Anteile gilt:

g&= Kev (3.9)
oder R
1
. m
= . m— (3.10
“m K )

mit K(o') nach (3.2b).

Mit diesem Teil des Stoffgesetzes lassen sich reine Kompressionsversuche gut
beschreiben. In integrierter Form ist der Erstbelastungsast fiir den Sonderfall
K, = 0, Gl. (3.2 b), identisch mit der bekannten, von TERZAGHI (1925) fiir
den Oedometer entwickelten linearen Beziehung zwischen der Porenzahl und dem Lo-

garithmus der Spannung e = e; - AC in (ué/aél). Der allgemeinere An-

satz mit Ko 4 0 hat den Vorteil, daB bei kleinen Spannungen nicht nur das
Verhalten des Bodens besser wiedergegeben wird, sondern daB damit auch eventuel-

le numerische Schwierigkeiten bei K = 0 oder K ® 0 umgangen werden.

Bei einer aus einem isotropen und einem deviatorischen Spannungsanteil zusammen-
gesetzten Beanspruchung wird das volumetrische Dehnungsverhalten allerdings nur
ungeniigend erfaBt. Wegen der Dilatanz soll daher Gleichung (3.10) um einen zu-
sitzlichen Term, der von der Anderung der Schubspannung abhdngt, erweitert wer-

den.
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REINER (1968) behandelt die Dilatanz als "allgemeine Eigenschaft" und schligt

fir den "Reynolds'schen elastischen Kérper" folgende Formel vor:

Das entspricht mit den hier verwendeten Bezeichnungen der Aussage:

o .

i

&

Der Parameter & wird Dilatanzmodul -genannt. Das Quadrat der Spannungen wird da-
mit begriindet, daB das Vorzeichen, also ob Schubspannung "von links" oder "von

rechts", keinen EinfluB auf das Vorzeichen der Volumenidnderung haben diirfe. Um

welche Schubspdnnungskomponente es sich dabei handelt, wird nicht angegeben.

Wegen der Voraussetzung isotropen Stoffverhaltens muB diese Schubspannung durch
ein invariantes MaB fiir die Schubbeanspruchung ersetzt werden. Hierfiir soll die
Oktaeder-Schubspannung Toct verwendet werden,  die vorzeichen-unabhingig ist.
Deswegen kann der Zusammenhang zwischen Spannung, Spannungsinderung und Anderung

der volumetrischen Dehnung damit wie folgt beschrieben werden:

s
S (3.11)

wobei M einen Dilatanzmodul darstellt, der im allgemeinen Fall spannungsabhingig

sein kann.

Da das Stoffgesetz inshesondere auf normalkonsolidierte bindige Béden angewandt
werden soll, wurde in (3.11) das Vorzeichen so gewdhlt, daB sich bei positivem M

‘eine Volumenverringerung ("Kontraktanz') ergibt.

Um zu einem zutreffenden Ansatz fiir den Dilatanzmodul M zu kommen, ist es zweck-
miBig, Versuche auszuwerten, bei denen rein deviatorische Spannungszusténdg auf-
gebracht und die Volumendehnungen gemessen werden. Die Bedingung muB sein, daB
die. mittlere effektive Normalspannung 0$ konstant ist und die Probe dabei

vollkommen drainiert wird.

Die Durchfiihrung solcher Versuche ist bei bindigen Boden recht schwierig und
zeitraubend, und zwar um so mehr, je ge;inger die Durchlédssigkeit des Bodens

ist. In der Literatur ist demnach auch wenig ilber solche Untersuchungen zu fin-
den.
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In der Arbeit von HORN (1964) werden u.a. drainierte Scherversuche mit ol =
const beschrieben. Die von ihm fir einen Schluffboden gewonnenen Ergebnisse
sind in Bild 3.2 in einer etwas geidnderten Form aufgetragen.

logo, = > 1)
Tt A G50y Jz7 o
[kN/)

il R

€2 D%

>

0
05 10 15 20 -€, =~ @%l

Bild 3.2: Drainierter Dreiaxialversuch mit aé = const, nach Horn (1964)

Die Versuchskurve zeigt, daB das Volumen von Anfang der Scherbelastung an all-
mihlich abnimmt, bis etwa 90% der maximalen Last erreicht sind. Der weitere Ver-
lauf zeigt dann eine starke Volumenzunmahme, die mit sehr grofien Gestaltsinde-
rungen verbunden ist. In erster Ndherung kann man den Kurvenverlauf durch eine
bilineare Funktion im der in Bild 3.2 gestrichelt eingezeichneten Form ersetzen.
Der Bruchzustand, der i.a. durch die maximal aufnehmbare Schubspannung gekenn-
zeichnet ist, wird dann durch den Schnittpunkt A der beiden Geraden festgelegt.
Mit der Steigung der Geraden zwischen dem Koordinatenursprung und Punkt A ergibt
sich dann ein konstanter Dilantanzmodul M. Das Auflockerungsverhalten im Bruch-
zustand ("nach"” Punkt A) kann vom Ansatz her nicht mehr erfaBit werden, da diese
Dilatanz nur noch von den Verzerrungen abhingt. Diese sind allerdings in einer
GroBenordnung, die im Rahmen der getroffenen Annahmen (geometrische Linearitit,

8. Abschn. 2.2) nicht erfaBt werden kdnnen.

Da es bei bindigen BSden wesentlich einfacher ist, die Dilatanz indirekt iiber
undrainierte Scherversuche zu bestimmen, soll im folgenden der Zusammenhang
zwischen Porenwasseriiberdruck und Dilatanz fiir den gewdhlten Ansatz aufgezeigt

werden.
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Aus Gleichung (3.11) folgt fiir einen undrainierten Versuch wegen év = 0:
Toct
M

Wla e

Mit dem Prinzip der effektiven Spannungen, Gl. (2.3}, folgt

N K«

on TP =W Toct

-5 + K (3.12)
oder p = -om + ¥ Toct
Fiir den Fall K/M = const ist dieser Ausdruck identisch mit dem Ansatz von
HENKEL (1960), s. Gl. (3.6).
Fiir die Randbedingungen des Dreiaxialversuches gilt speziell:

.o %t

m 3
ST ST

Toct 3 a 9%
und man erhdlt damit fiir den Porenwasseriiberdruck

. N 1 2K — .

p= qr + (g + 3— ﬁ) (Oa - Ur) > €3.13)
was der Gleichung von SKEMPTON (1954), Gl. (3.5), entspriche, wenn

% + %z % = A = const

angenommen wirde.

Die den Porenwasserdruckpar&metern & bzw. A entsprechenden Ausdriicke sind tat-
siachlich konstant, solange der Boden eine positive Dilatanz (Volumenverringe-
rung) im Sinne von Gleichung (3.11) aufweist. Denn die mittlere effektive Nor-
malspannung 0$ wird dann bei einer Kndergng der totalen Spannung immer ab-
nehmen, was eine Entlastung bezﬁgiich des Kompressionsverhaltens bedeutet, und
dies ergibt voraussetzungsgemdaB einen konstanten Kompressionsmodul K bzw. mit

M = const einen konstanten Quotienten K/M.



- 48 -

Ubertragen auf das in Bild 3.1 dargestellte Diagramm heiBt das, daB diese Aus-
sage fiir Boden gilt, deren effektive Versuchsspur "links" von der gestrichelten
Linie (c& = const) liegt. Bei normal- und bei nicht allzu stark iiberkonsoli-
dierten Bdden trifft dies i.a. zu. Der vorgeschlagene Ansatz fir die Dilatanz
fihrt also auf den klassischen Porenwasserdruckansatz von Henkel (der fiir Drei-
axial-Verhdltnisse dem Skempton-Ansatz dquivalent ist). Es ist somit moglich,
den effektiven Spannungsweg eines CU-Versuches im g8'~t'~Diagramm durch eine Ge-
rade beliebiger Neigung darzustellen, oder anders ausgedriickt: Der in Bild 3.1
eingetragene '"nach (3.4) gerechnete" Spannungsweg kann durch entsprechende Wahl
des Dilatanzmoduls in die Richtung der gemessenen, punktiert eingezeichneten
Versuchsspur 'gedreht" werden. Von dem aufgezeigten Zusammenhang wird bei der

Parameterbestimmung, s. Abschn. 5.1, noch Gebrauch gemacht werden.

Die bisher getroffenen Aussagen iliber das Dilatanzverhalten gelten nur fur de-
viatorische Belastung. Um das Stoffgesetz vollstdndig anzugeben, muB noch das
Verhalten bei Ent- und Wiederbelastung beschrieben werden, wenn dieses auch bei
den in dieser Arbeit untersuchten Problemen von untergeordneter Bedeutung ist.
Denn eine globale Belastung schlieBt im allgemeinen Fall nicht aus, daB es lokal

(zeitweise) zu Ent- bzw. Wiederbelastungen kommen kann.

Das Porenwasserdruckverhalten in undrainierten Versuchen zeigt, daB die Dilatanz
bei Ent- und Wiederbelastung nicht stark in Erscheinung tritt und daher hier

mit guter Nidherung vernachlidssigt werden kann.
- hd ol d <
Fir Toct <0 oder Toct >0 ui Toct 1"act,max

gilt dann M=

Eine i.a. nur in der Definition der Entlastung etwas abweichende Aussage wird

auch bei den elastoplastischen Stoffgesetzen impliziert.
3.1.3 Spannungsabhingigkeit des Schubmoduls

Als Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten des Spannungs- und des Verzerrungs-

deviators soll nach wie vor Gleichung (3.8) gelten,wobei

G = 6(g")

ist.
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Die von SCHAD (1979) vorgeschlagene Abhingigkeit des Schubmoduls G vom Span-
nungszustand bei Erstbelastung ist durch Gl. (3.2 a) gegeben. Das Coulombsche
Bruchkriterium ist hierin implizit enthalten. Die Stoffkonstanten Go’ o und
BG sind daher von den Scherparametern ¢' und c' abhingig.

Da diese Grofen dem Ingenieur geliufiger sind und sie bei der Versuchsauswertung
routinemaBig bestimmt werden, erscheint es zweckmiBig, die Spannungsabhdngigkeit
von G mit Hilfe ven §', ¢' und einem dritten unabhéngigen Stoffparameter anzu-
schreiben. Nach einer Umformung und der’ Einfiilhrung der Scherzahl S nach
SMOLTCZYK (1967) bzw. SCHAD (1979), siehe ‘Anhang 3.1, erhdlt man ‘anstelle der
Gleichung (3.2 a)

G = ag (1-8) (2c'cotg'- (o'1+ 0‘3))
oder G =2 ay(1-8) (c'-s") (3.14)
mit ¢' = c'cotg’

Zu dem Ansatz in dieser Fori kdnnte man durchaus auch 'direkt kommen, indem man G
als Produkt einer Konstanten, eines Faktors fiir den Deviator-Einflufi und des Ab-
standes des Spannungspunktes von der Spitze der Mohr-Coulémbschen FlieRfldche

anschreibt, siehe Bild 3.3.

Bild 3.3: Zur bDefinition der Scherzahl S
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Die Definition der Scherzahl ist hier

g, -0
S = = L mit oj+ o) = const
B (ol - °3jf 1" "3
9179 &
bzw. S = T = - ; : — = e "
-lo] + 03] sing' + 2c'cosg (c'~ s') sing'

Andere Definitionen der Scherzahl, welche die reziproke lokale Sicherheit dar-
stellt, wiaren denkbar. Beispielsweise filhrt die bekannte Felleniusregel auf eine

etwas andere Definition, siehe hierzu GUSSMANN (1980).

Im folgenden soll nun der Frage nachgegangen werden, ob mit dem oben angegebenen
Ansatz fir den Schubmodul das Scherverformungsverhalten des Bodens geniigend ge-
nau beschrieben werden kann. Von SCHAD (1979) wird eine solche Untersuchung nur
anhand des Oedometerversuchs durchgefiihrt. Da bei diesem die Scherzahl nahezu
konstant ist, kann ein Teil des Ansatzes fiir G nicht iiberpriift werden: Statt
(1-8) kénnte eine andere, beliebige Funktion von S dieselben Ergebnisse liefern.
Weiterhin ist mnachteilig, daB die Einfliisse der drei Parameter % KO und
o gekoppelt sind. So kann durch geschickte Wahl verschiedener Parameterkombi-
nationen die Last-Setzungskurve des Oedometerversuchs jeweils etwa gleich gut

angendhert werden.

Fir die Untersuchung des Scherverformungsverhaltens bietet sich wiederum der
konsolidierte, undrainierte (CU-) Dreiaxialversuch an. Dazu soll die
{(oa-ar)-ea}-Linie des Standard-CU-Versuchs (or = const), der an Proben
des Konstanzer Seetons durchgefihrt wurde, nachgerechnet werden. Zuvor werden ¢’
und c¢' durch Auswertung der effektiven Spannungswege dreier Proben wie iblich
ermittelt; K.URIM wird hier so bestimt, daB der eine nachzurechnende Versuch

optimal approximiert wird, siehe Bild 3.4 a.

Es verbleibt dann als einziger freier Parameter «.. In Bild 3.4 b ist nun die
fiir o, = 100 kN/m2 gemessene Versuchsspur im (Ua-ar)-ea-Diagramm dar-
gestellt, und im Vergleich dazu sind fiir verschiedene Werte von o gerechnete

Kurven eingetragen {Nachrechnung siehe Anhang 3.2).

Die Variation zeigt, daB kein Wert e gefunden werden kann, fiir den die nach-

gerechnete Kurve mit der gemessenen im gesamten Verlauf libereinstimmen wiirde.

Eine Verbesserung 1dBt sich beispielsweise dadurch erzielen, daB in Gleichung

(3.2 ¢) statt (1-8) der Faktor (1-5)" verwendet wird. Fiir den Exponenten n = 2
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fl
{ kN/m?)
100
50 +
a)
0 T T o ¥ —?"
0 50 1od~\ 50 200 ~S'TkN/m?)
2t
kN
100 +
b)
f + Ly
0 0 0,02 003 004 E5(1
2t
lkNlm’IA
100+
n=1
1___._--——‘::_____ﬂ_—————
S ————
5
50 + 3
c)
qG-ZS
0 t 4 : — =
0 0,01 002 003 004 €1

Bild 3.4:

CU-Versuch mit Konstanzer Seeton

a) effektive Spannungswege

b) Vergleich Versuch-Nachrechnung mit dem Stoffgesetz von Schad
fiir verschiedene «

Vergleich Versuch—ﬁachrechnung fiir verschiedene Exponen-
ten n (uG = 25)

c)
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hdtte man dann einen Amsatz, der formal dem von DUNCAN/CHANG (1970) verwendeten
und auf KONDNER (1963) zuriickgehenden Ansatz entspricht.

Da der Exponment n die Anfangssteigung der (Ua-or)-ea-Linie nicht beein-
fluBt (fir S = 0 ist (1-8)™ immer 1), kann aufgrund Bild 3.4 b der Parameter
a, mit a, = 25 festgelegt werden.

In Bild 3.4 ¢ werden dann fiir verschiedene n nachgerechnete Kurven mit der
gemessenen verglichen. Es zeigt sich, daB hier fiir n & 1,8 eine wesentlich bes-
sere ﬁbéreinstimmung zwischen Rechnung und Versuch erzielt werden kann. Gleiche
Untersuchungen bei anderen Seitendriicken zeigen allerdings, daB der Exponent
nicht ganz unabhingig von Gr ist, und zwar nimmt n mit wachsendem Gr zu:
Wahrend sich bei den CU-Versuchen unter o, = 200 kN/rn2 ein Exponent von
n ® 2,8 als zutreffend erweist, ist bei o = 50 kN/m2 mit n ® 1 gute {ber-

einstimmung zu erzielen.

Fir das im Rahmen der vorliegenden Arbeit anzuwendende hypoelastische Stoffge-

setz wird nun folgendes vorgeschlagen:

Da bei dem zentralen Problem des Lastplattenversuchs auf dem Konstanzer Seeton
relativ kleine Seitenspannungen mafgebend sind, soll hier mit dem Exponenten
n = 1 gearbeitet werden. Es soll aber im Ansatz (einschlieBlich dessen Program-
mierung) vorgesehen werden, auch n 4 1 zu verwenden, so daB dann n dem jewei-

ligen Spannungsniveau des zu untersuchenden Problems angepaBt werden kann.

Es ergibt sich dadurch eine gegeniiber (3.2 ¢) allgemeinere Form der Gleichung

fiir den Schubmodul:
6 = 20,(1-8)" (Z'- &1) (3.15)

Die Einfachheit des Ansatzes von SCHAD (1979) wird dabei - u.a. im Hinblick

auf die Bestimmung der Stoffparameter - prinzipiell nicht aufgegeben.

3.1.4 Zusammenfassung der Stoffgleichungen, Aufbereitung fiir die numerische

Ldsung

Die Stoffgleichungen der beiden vorangehenden Abschnitte sollen nun zusammen-

gefaBt werden.

Die Geschwindigkeit des Verzerrungstensors ergibt sich zu
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Die Funktionén K, M und G sind spannungsabhingig und werden zur Veranschauli-

chung Kompressions-, Dilatanz- und Schubmodul genannt.

In Tafel 3.1 sind samtliche Gleichungen dieser Funktionen fiir die verschiedenen

Belastungsarten sowie die dafir notwendigen Stoffparameter zusammengestellt.
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Tafel 3.1: Zusammenstellung der Gleichungen des hypoelastischen Stoffgesetzes

Um das Stoffgesetz in eine der Gleichung (3.7) entsprechenden Form zu bringen,

werden die in Gleichung (3.16) vorkommenden zeitlichen Ableitungen g, T c
m' oc

und agj durch die kartesischen Spannungskomponenten und deren zeitlichen Ablei-

tungen ausgedriickt. Durch Anwendung der Kettenregel

., af(g') -
Fa') = T5or %
1]
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auf die einzelnen Terme kommt man zu

s - La
m~ 3 “kk °’
oD ., 1 .
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oct 3toct ij

Setzt man diese GroBen in (3.16) ein, ergibt sich

€15 = S5 (@) 9y

Durch Inversion erhdlt man

(siehe Anhang 3.3)

(3.7

(3.18)

womit der Definition (3.7) eines hypoelastischen Korpers entsprochen wird.

Zur Darstellung von Dijkl soll kurz auf die Matrizenschreibweise iibergegangen

werden. (3.18) lautet dann

mit a =fa' , 0" ,0 , 0
xx’ yy zz’ xy’ yz zx

(]
—
m

und €

D ergibt sich dann zu
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Der gewidhlte Ansatz fiihrt also zu einer nichtsymmetrischen Stoffmatrix. Dies
bedeutet in Verbindung mit der numerischen Losung eine wesentliche VergroBerung
des Rechenaufwands (Speicherplatz und Rechenzeit) gegeniiber Berechnungen mit

symmetrischen Stoffmatrizen.

Weiter ist festzustellen, daB die in D enthaltenen Terme ol:l).j/roct un-
ter Umstdanden auf unbestimmte Ausdriicke der Form 0/0 fiihren konnen, fir die kei-

ne eindeutigen Grenzwerte existieren.

In Zusammenhang mit dem in Abschnitt 4 beschriebenen numerischen Verfahren soll
deswegen die Stoffgleichung in einer anderen Form verwendet werden.

Aus Gleichung (3.16) folgt

. :
. _1 6 M, ij 1 & oct
5§ 73°%3 X" 76 ij M
. C * 1 5 Toct
ij i3kl k1 T3 Cij T M
. * -1, ok
] -
%5 = Syl CSrn * Sk
. * . ok
v =
aij = Dijkl (ek1 + Ekl) (3.19)
*
Dijkl ist hierbei der "inkrementelle Hookesche'" Stofftensor, d.h.
D, £ (R(g),6(g")
ijer = F (Klg'),Glg

ékl* stellt einen "Anfangsverzerrungstensor" dar. Er kann formal gleich be-

handelt werden wie beispielsweise eine Temperaturdehnung.

T
L E(&.a') = X _oct 3.20
s = £ (2,9 =38, —; ( )

g' und ¢' sollen in dieser Gleichung als bekannt gelten und im Rahmen der in-
krementellen/iterativen Berechnung vorangehenden Rechenschritten entnommen wer-

den, siehe hierzu Abscha. 4.
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3.2 Elastoplastisches Stoffgesetz

Neben dem in Abschnitt 3.2 beschriebenen hypoelastischen Ansatz soll im Zusam-
menhang mit der numerischen Konsolidationsanalyse auch ein elastoplastisches
Stoffgesetz verwendet werden. Hierzu wird auf das von SCHAD (1979) vorgeschla-
gene Modell ELPL2 zuriickgegriffen. Da dieses unverindert iibernommen wird, sollen

hier nur einige wesentliche Merkmale kurz erliutert werden.

Bei diesem Stoffgesetz handelt es sich um ein sogenanntes Kappenmodell, das auf
der von Roscoe u.a., 8- z.B. ROSCOE/BURLAND (1968), begriindeten und von ZIENKIE-
WICZ/NAYLOR (1971) fiir die FE-Methode aufbereitete Cam-Clay-Theorie basiert.
Die Beschreibung der FlieBfliche in der hydrostatischen Ebene (p-q-Ebene) er-
folgt fiir den unterkritischen (nassen) Bereich durch eine Ellipse, die im
Gegensatz zum Modell "Modified Cam-Clay" nicht unbedingt durch den Koordinaten-
ursprung gehen muB. Durch die Einfiilhrung eines zusdtzlichen Parameters konnen so
Versuche, die von THAMM (1974) an Konstanzer Seeton durchgefiihrt wurden, besser
beschrieben werden. Im iiberkritischen (trockenen) Bereich wird die FlieBkurve

durch das Mohr-Coulombsche Kriterium (Gerade) festgelegt.

Die Darstellung der FlieBbedingung in der Deviatorebene ergibt eine nicht rota-
tionssymmetrische, wegen der Isotropie jedoch dreifach pimktsymmetrische stetige
Kurve, die das Mohr-Coulombsche Sechseck umschlieft. Die in ebenen Scherversu-

chen und in sogenannten wahren Dreiaxialversuchen (61+62+03) wieder-

holt festgestellten Abweichungen von diesem Sechseck kinnen damit zutreffend er-

faft werden. Die FlieBregel wird dadurch festgelegt, daB im Kappenbereich die
Norralitdtsbedingung gilt (assoziierte Fliefiregel). Fiir den Kegelbereich wird in
der Deviatorebene ebenfalls Normalitdt vorausgesetzt; in der hydrostatischen
Ebene ist eine nicht assoziierte FlieBregel vorgesehen: Die Neigung des plasti-
schen Potentials wird durch einen Dilatanzwinkel ¢ beschrieben (q&q:': nicht-

assoziierte FlieBregel).

Das Verfestigungsge‘setz enthilt wie die Cam-Clay-Theorie die plastischen Volu-

mendehnung als Hartungsparameter (isotrope Verfestigung).

Auf eine Wiedergabe der komplexen Formeln des Stoffgesetzes.v}ird hier verzich-
tet; eine Zusammenstellung der Gleichungen fiir FlieBfldche, plastisches Poten-
tial und Verfestlgungsgesetz ist in der Arbeit von SCHAD (1979) auf Seite 78
(bzw. 136 f.) zu finden. Die Aufbereitung fir das numerlsche Rechenverfahren,
d.h. Berechnung der plastischen Verzerrungsinkremente bzw. der tangentialen Ma-

terialmatrix, ist dort auf Seite 50 zusammengestellt.
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4. NUMERISCHES LOSUNGSVERFAHREN
4.1 Allgemeines

Als numerische Verfahren zur Losung des Konsolidationsproblems kamen zunichst
die Differenzenverfahren in Frage. Ihr Einsatz erfolgte iiberwiegend in Verbin-
dung mit der sogenasnnten Pseudo-Konsolidationstheorie, da, wegen der Analogie
zum warmeleitungs-(Diffusions-)Problem, entsprechende Algorithmen aus anderen
Ingenieurbereichen direkt iibernommen werden konnten. Auf die Unzuldnglichkeiten

dieser Theorie wurde bereits in Abschnitt 2.1 hingewiesen.

Auf das Differenzenverfahren wird in diesem Zusammenhang nicht weiter eingegan-
gen; als Anwendungsbeispiele seien die umfangreichen Untersuchungen von DAVIS/
POULOS (1972) (u.a. Erstellung von Diagrammen fir praxisrelevante Probleme) und
die Veroffentlichung von KOPPULA/MORGENSTERN (1972) genannt.

Mit dem von SANDHU (1968) angegebenen Variationsprinzip fiir das Konsolidations-
problem war es moglich, die Methode der finiten Elemente (FEM) als numerisches
Losungsverfahren einzusetzen, siehe auch SANDHU/WILSON (1969). In diesen Arbei-
ten werden fiir die rdumliche Diskretisierung des ebenen Falles Dreieckelemente
mit quadratischem Verschiebungs- und linearem Porenwasserdruckansatz verwendet.
Die zeitliche Diskretisierung erfolgt durch lineare Interpolation, woraus ein

dem Crank-Nicolson-Verfahren entsprechendes Rekursionsschema resultiert.

In den in der Folgezeit versffentlichten Arbeiten wird zum grofiten Teil auf
Sandhus Variationsprinzip zuriickgegriffen, wobei sich die einzelnen L&sungen
durch verschiedene riumliche Ansatzfunktionen bzw. Zeitintegrationen unterschei-

den.

So verwenden HWANG/MORGENSTERN/MURRAY (1971) fiir die ridumliche Diskretisierung
dieselben Elemente wie Sandhu, fiir die Zeitintegration wird eine logarithmische
Interpolationsfunktion zugrunde gelegt. Das daraus resultierende Zeitschrittver-~

fahren arbeitet mit variablen Zeitschritten.

Das von GHABOUSSI/WIﬁSON (1973) verwendete Viereckelement hat an den Eckknoten
Verschiebungs- und Porenwasserdruckfreiheitsgrade (linearer Ansatz; fir Ver-

schiebungen zusitzliche lokale Freiheitsgrade, die eliminiert werden).
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VALLIAPPAN/LEE/BOONLUALOHR (1974) fiihren ihre Berechnungen mit isoparametrischen
Viereckelementen durch, Verschiebungs- und Porenwasserdruckansatz sind quadra-

tisch.

DESAI/JOHNSON (1972, 1973) geben FEM-Lsungen fiir den eindimensionalen Fall an.
Freiheitsgrade sind hier nur Porenwasserdriicke. Es werden verschiedene Ansétze

untersucht und Differenzenverfahren gegeniibergestellt.

Eine ihnliche Untersuchung fithrt KRAUSE (1975 a) durch, wobei er zusdtzlich
lbergangsbedingungen beriicksichtigt und somit die bei Desai/Johnson fir ge-

schichtete Boden sich ergebenden Widerspriiche ausrdumt.

Bei BOOKER/SMALL (1975) erfolgt die raumliche Diskretisierung durch Dreieck-
elemente mit linearem Ansatz sowohl fiir Verschiebungen als auch fir den Poren-
wasserdruck. Die Zeitintegration wird zum einen '"geschlossen' mittels Laplace-
Transformation vorgenommen, wobei im Bildraum ein Eigenwertproblem zu l&sen ist,
zum anderen werden verschiedene Zeitschrittverfahren untersucht. Fiir die Zeit-

schrittverfahren wird ein Stabilitédtskriterium angegeben.

KRAUSE (1975 b) verwendet die Dreieckelemente nach SANDHU (1969), die zeitliche
Interpolation erfolgt linear. Die durch Elemination der Verschiebungen bzw. Po-
renwasserdriicke in den finiten Gleichungen sich ergebenden Druck- bzw. Ver-
schiebungsmethoden werden als Alternativen zur gemischten Methode (simultane
Auflésung nach allen Unbekannten) dargestellt und beziiglich ihrer Effektivitit
miteinander verglichen. RUNESSON (1978) fiihrt die rdumliche Diskretisierumg
mit Viereckelementen durch, bei denen Verschiebungen quadratisch und der Poren-
wasserdruck linear interpoliert werden. Zur Zeitintegration werden ein modifi-
ziertes Runge-Kutta-Verfahren ("W-Methode") und eine sogenannte 8-Methode
(Crank-Nicolson fiir ® = 1/2) herangezogen. In Zusammenhang mit der stofflichen

Nichtlinearitédt wird eine Iteration innerhalb jedes Zeitschritts durchgefiihrt.

AUBRY/HUJEUX (1979) gehen von einem erweiterten Variationsprinzip aus und ver-
wenden ein Element, bei dem zusdtzlich konstante Spannungen bereichsweise ange-
setzt werden. Neben dem iiblichen simultanen Losungsverfahren wird ein Algorith-
mus vorgestellt, bei dem die Iteration fiir die stoffliche Nichtlinearitidt

(elastoplaétiéches Stoffgesetz) und die Zeitintegration entkoppelt sind.

CIVIDINI (1981) entwickelt sogenannte Gleichgewichtselemente mit totalem Span-
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nungen und Porenwasserdriicken als Freiheitsgrade und fithrt Vergleichsrechnun-
gen mit der Sandhuschen Methode ('Kompatible Elemente')durch (s.a. CIVIDINI/
GIODA, 1982).

Die Methode von ZIENKIEWICZ (1971) beruht darauf, daB in das als Gleichge-
wichtsbedingung verwendete Prinzip der virtuellen Verschiebungen der Porenwas-
serdruckgradient als &duBere Kraft eingeht; die Kontinuitdtsgleichung wird mit
der Methode der gewichteten Residuen behandelt. Es ergeben sich - allerdings
nur formal - dieselben Gleichungen wie nach Sandhus Methode. (Erst die Anwen-
dung des GauBschen Integralsatzes auf die Gleichgewichtsbedingung wiirde identi-~
sche Gleichungen liefern.) In der Verdffentlichung ZIENKIEWICZ/NAYLOR (1971)
wird dann der Porenwasserdruck als innere Spannung behandelt, woraus dieselben

finiten Gleichungen wie nach Sandhu resultieren.

Von einigen daran ankniipfenden Verdffentlichungen ist noch LEWIS/ROBERTS/ZIEN-
KIEWICZ (1976) zu nennen. Hier werden fiir eine nichtlineare Analyse (hyperbo-
lische Spannungs-Verzerrungsbeziehung, variable Durchldssigkeit) isoparametri-
sche Viereckelemente mit quadratischen Ansatzfunktionen verwendet; die Zeit-
integration erfolgt sowohl nach dem Crank-Nicolson-Verfahren als auch mit einem
3-Punkte-Algorithmus.

Offensichtlich unabhdngig von ZIENKIEWICZ (1971) zeigt HOLZLOHNER (1971) einen
ghnlichen Losungsweg fiir das Konsolidationsproblem bei viskoelastischem Stoff-
verhalten auf. Verschiebungen und Porenwasserdriicke werden linear interpoliert.
Die Elimination der Porenwasserdriicke entspricht der Verschiebungsmethode, wie
sie spidter von KRAUSE (1975) verwendet wird. Fiir die Zeitintegration wird neben
einem Rekursionsschema nach Crank-Nicolson eine Lésung mittels Laplace-Trans-~

formation vorgeschlagen.

Eine andere Methode zur Losung des Konsolidationsproblems mit der FEM ist die
von CHRISTIAN/BOEHMER (1970). Unter der Annahme inkompressiblen Stoffverhaltens
erhdlt man mit dem gemischten Ansatz von CHRISTIAN (1968) eine Losung fir die
Verschiebungen und Porenwasseriberdriicke im Anfangszustand. Davon ausgehend wer-
den in einem Zeitschrittverfahren wechselweise das Diffusions-(Sickerstromungs-)
Problem mit den Poremwasseriberdricken und das elastostatische Problem mit den
Volumendnderungen als EingangsgrdBen entkoppelt geldst. Das Verfahren wird auf
einige Probleme des ebenen Verzerrungsfalls angewandt, siehe auch CHRISTIAN/
BOEHMER /MARTIN (1972). Es hat sich allerdings nicht durchgesetzt, da es offen-
sichtlich umstdndlich zu handhaben ist und gegeniiber den zuvor erwdhnten Verfah-

ren eine schlechtere Konvergenzeigenschaft besitzt, FINN/BYRNE/BUCHER (1971).
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Neben den bisher genannten numerischen Verfahren hat in letzter Zeit die Rand-
integralmethode (Boundary Element Method) bei der Ldsung von Randwertproblemen

der Kontinuumsmechanik an Bedeutung gewonnen, siehe hierzu BREBBIA (1978).

Die Anwendung auf Konsolidationsprobleme wird erstmals von BANERJEE/BUT’I‘EH‘IELD
(1981) beschrieben, als weitere Veréffentlichungen sind die von ARAMAKI et al.
(1982) und GARACIA-SUAREZ/ALARCON (1982) zu nennen. Die Wechselwirkung zwischen
Verformungs- und Sickerstréimungsprobleni wird in diesen Arbeiten durch eine
schrittweise entkoppelte Analyse - analog zu CHRISTIAN/BOEHMER (1970) - beriick-
sichtigt.

Im folgenden wird von den mit Hilfe der Prinzipe der virtuellen Arbei;: aﬁéelei-
teten Gleichungen des Abschnitts 2.3 ausgegangen und ein dem Verfahren SANDHU
(1968) gleichwertiges numerisches LOsungsverfahren fiir allgemeine dreidimen-
sionale Konsolidatlonaprobleme aufgéstellt. Die rixﬁnliche Diskretisierung er-
folgt mit finiten Elementen, wihrend die zeitliche Integration mit einem Dif-
ferenzenverfahren durchgefiihrt wird. Die Aufbereitung fiir die Programmierung
erfolgt fiir den ebenen (ebener Verzerrungs- und Strémungszustand) und den axial-

symmetrischen Fall.

4.2 Diskretisierung der Arbeitsgleichungen

Das Konsolidationsproblem stellt beziiglich der Ortskoordin;ten ein Randwert-
und beziiglich der Zeit ein Anfangswertproblem dar. Fiir die numerische L&sung
bieten sich daher in der Zeit schrittweise arbeitende Algorithmen gekoppelt mit

einer ridumlichen Diskretisierung durch ‘Finite-Element-Ansitze an.

Der Losungsansatz wird also allgemein gesehen die Form eines P.rodt;ktansatzes

haben:

Y(’;S,t) = ?(g.t) =3 Ni(f) Yi(t)

Durch die Art der Prinzipe der virtuellen Arbeit nach Abschnitt 2.3 bedingt wer-
den als unbekannte FeldgrdBen Y die Verschiebungen uj und der P.b-re‘nwass;.tiiber-
druck p verwendet. Ihr rdumlicher Verlauf wird zu jedem Zeitpunkt durch geeig-
nete Interpolationsfunktionen approximiert. die fiir alle'Zeiten‘beibehalten wer=-

den; zeitlich abliingig sind die Funktionswerte an diskreten Punkten (Knoten).
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4.2.1 Rdumliche Diskretisierung durch finite Elemente

Da hier nicht auf alle Details der Methode der finiten Elemente (FEM) eingegan-
gen werden kann, seien aus der Vielzahl der hierzu vorhandenen Literatur die
Bicher von ZIENKIEWICZ (1977), BUCK et al. (1973), DESAI/ABEL (1972) und BREB-
BIA/CONNOR (1973) genannt. Die Bezeichnungen werden, soweit méglich, in Anleh-
nung an Zienkiewicz gewdhlt. Die Darstellung erfolgt von hier ab in Matrizen-

schreibweise.

Die Ausgangsgleichungen des Abschnitts 2.3.3, Gl. (2.27) und (2.28) lauten in

Matrizenform
(l.uau)T D (Lw dv - (l.uéuJT peav - f (LowT Ip av - [ 6wt as = 0 (4.1)
v v S,
LI 451:)T (Lp) av + § 6pJT(L W dv + [ 6p q ds = 0 (4.2)
T, P P v u 3
q

Lu und 1.p sind hierbei lineare Differentialoperatoren (Lp 2 Nabla-

Operator), u ist der Verschiebungsvektor, D die tangentiale Stoffmatrix,

e” der Vektor D der Anfangsdehnung und J ein Summationsvektor (J = [1,1,

1,0,0,0]T im dreimensionalen kartesischen Raum).

Bei der FEM geht man von einer Unterteilung des untersuchten Gebietes V in n,
Unterbereiche (Elemente) aus. Innerhalb eines jeden Elements werden die unbe-
kannten FeldgroBen u und p durch entsprechende Ansatzfunktionen in Abhdngig-
keit diskreter Werte in den Knotenpunkten angenihert.

Fir die Verschiebungen gilt:

a (x,y,z,t) = Nu(x,y,z)ue(t) (4.3)

und fiir den Porenwasseriiberdruck

P (x,y,2,t) = Hp(x,y,z)pe(t) (4.4)

b Die Bezeichnung Vektor (= Spaltenmatrix) wird im Rahmen der Matrizendar-

stellung auch fiir nichtvektorielle Griflen verwendet.
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i = [ﬁx,ﬁy,ﬁ.z]'r bzw. psind Ndherungen fiir die Verschiebungskomponenten bzw. den
Porenwasseriiberdruck im Innern des Elements, Nu und Np enthalten die zu-
gehorigen Intgrpolationsfunktionen und w, bzw. P, sind die Vektorem der
Verschiebungen bzw. Porenwasseriiberdriicke an den Elementknoten. Die Ansidtze
(4.3) und (4.4) werdem nun in die Gleichungen (4.1) und (4.2) eingesetzt. Hier-
bei sollen dlese Ansdtze sowohl fiir die tatsdchlichen als auch fiir die virtuel-
len GréBen gelten. Das Integrationsgebiet erstreckt sich zunidchst auf ein typi~

sches Element.

Mit den Abkiirzungen B =L R (E=B u)

u uou u e

B =L K (grad $ = B_ u )
und b > p g [ p Ye

erhdlt man

T . T . _ T . _ T
J(Bou)’ DB v - fBou) D& av - [(B6u) 3 Bp, v f B bu) 4 as
v : v v s
e e e te

TT, » Ta 1o _
Y¥Bu av+f (Bop)qds=0

ok T
= (Bop )Bp dV+ [ (N6
f (B6p,) B P, [ (§op, e

Ve Ty Ve
Die Vektoren der virtuellen GroSien 6ue und 61:E konnen nach entsprechen-
der Umformuﬁg ((ab)T - bTaT) jeweils vor das Integral gezogen und ausge-
klammert werden. Da diese beliebige Werte annehmen konnen, muB der restliche
Ausdruck fiir sich gleich dem Nullvektor sein. Weiter lassen sich die tatsdchli-
chen Knoten-Freiheitsgrade aus- der Integration ausklammern, se dal folgendes

Gleichungssystem entsteht:

a - p -F -P = 4.5)
K u ce P, fte f'e 0 (
€6 +8p +£ =0 (4.6)
e e e q

mit den Abkiirzungen

K =_f BT DB dv Element-Steifigkeitsmatrix
e u u

v

e

T .

C =f B JN dv ~Koppelmatrix
e u P

v

e
B -5 BB av ~Sickermatrix
e

VYW



- 64 -

fte = f N"Il T ds ~Vektor der Knotenkrédfte infolge
Ste Randspannungen
E’e =f B;rl D€E dv —Vektor der Knotenkrédfte infolge
Ve Anfangsdehnung
£ = N q ds ~-Vektor der Punktquellen infolge
q P :
e 5, Randdurchf lu

Das Gesamtsystem erhidlt man durch entsprechende Summation der Anteile aller Ele-
mente. Die Oberfléchenintegrale heben sich im Innern des Gesamtgebietes auf,
wenn durch die Wahl der Ansatzfunktionen - die voraussetzungsgemiB auch fiir die
virtuellen GriBen gelten - entlang benachbarter Elementrinder Kompatibilitit ge-
wihrleistet wird. Ubrig bleiben die tatsidchlichen Randterme aus vorgeschriebener

Spanmung bzw. Durchfluf (Rdnder S, und Sq des Gesamtgebietes).

i

Mit K = ZK_ usw. (Summation beziiglich globaler Indizierung) erhilt man

|

K\'l-c;=it+? -~

4.7
T o
-G u-ﬂp:fq J

(4.7) stellt ein System von Differentialgleichungen, oder eine Matrizendifferen-

tialgleichung in der Zeit dar.
4.2.2 Zeitliche Diskretisierung durch ein Differenzenschema

Fir die Zeitintegration von Matrizen-Differentialgleichungen der Art der Glei-
chung (4.7) stehen zahlreiche Verfahren zur Verfiigung. Auf die in Zusammenhang.
mit der Konsolidationsanalyse verwendeten Verfahren wurde bereits in Abschmitt
4.1 hingewiesen, einen allgemeineren Uberblick findet man beispielsweise bei

KRINGS (1976), ARGYRIS/VAZ/WILLAM ( 1978) und BELKE (1980).

Fir die Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit soll von einem Differenzeaverfah-
ren ausgegangen werden. Dabei werden in der Ausgangsgleichung (4.7) die Ablei-
tungen nach der Zeit (Differentialquotienten) durch Differenzenquotienten er-
setzt,und je nach Wahl von vorderem, mittlerem oder hinterem Differenzenquotien-
ten ergeben sich insbesondere im Konvergenzverhalten unterschiedliche Algorith-
men. Die Verfahren, die sich aus der Verwendung der ersten beiden Differenzen-
quotienten ergeben, sind auch unter dem Namen Euler-(Vorwarts-)Verfahren und

Crank-Nicolson-Verfahren bekannt.
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Die drei genannten klassischen Verfahren komnen auch als Sonderfille der soge-
nannten ®-Methode betrachtet werden. Bei dieser Methode wird die gesuchte Funk-
tion innerhalb eines Zeitschritts At durch gewichtete Mittelbildung der Funk-

tionswerte vor und nach diesem Zeitschritt angesetzt:

= -6
Y =28 Yooae * (1 )Yt

mit

6 <1

=
in

Zusammen mit der Zeitableitung im betrachteten Intervall

Yewne = e

Y= At
ergibt sich ein Rekursionsschema, das fir ® = 0, 8 = 1/2 und 8 = 1 mit den drei
genannten Differenzenverfahren identisch ist. Wie BOOKER /SMALL (1975) zeigen,

ist das Verfahren fiir 1 > 8 > 1/2 bedingungslos stabil.

Die meisten Autoren verwenden 8 = 1/2 (mittlerer Differenzenquotient, Crank-
Nicolson). Wegen des abklingenden Charakters der Konsolidationsvorginge empfeh-
len einige ® > 1/2, z.B. VERRULJT (1978): ® = 3/4. Dies ist bei Problemen, bei
denen die Last nicht pldtzlich aufgebracht und iiber die Zeit konstant gehalten

wird, allerdings nicht unbedingt zweckmiBig.

Fiir die zeitliche Diskretisierung der Gleichung (4.7) soll daher der mittlere
Differenzenquotient (8 = 1/2) verwendet werden. Fiir die gesuchte Funktion Y(t)

. und deren Zeitableitung gilt dann

Yeeati2 = 2

3 _ Yewne = Y Ay
t+At/2 At T At
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Angewandt auf die Matrizen-Differentialgleichung (4.7) ergibt sich

Au Ap Af AP
B - ¢ a = & Y&
ot o Prac TP
At 2 = T g
oder
K Au - CAp = Af + AF
(4.8)
T At
-G Au - —7—-H Ap = At H Pt At fq

Mit dem Gleichungssystem (4.8) hat man ein Rekursionsschema zur Verfiigung, mit
dem sich, ausgehend von einem bekannten Zustand zum Zeitpunkt t, die Zuwichse
der primiren Unbekannten Au und Ap fir das Zeitintervall At berechnen las-
sen. Unter den davon abgeleiteten GroBen interessieren in erster Linie die Ande-
rungen der Verzerrungen, der effektiven Spannungen und (insbesondere bei Ver-

schiebungslastfdllen) der Reaktionskrifte:

Ae = B Au
u e

Ac' = D (Ae + A€")

Ar = Z(K fu -C Ap)
e e e e

Die ZustandagrdBen zum Zeitpunkt t+At selbst ergeben sich durch Addition:

UoAr T ut + Au
= 4
Proap = Py ¥ °P
' = o Ag'
ot+At t *

usw.
Weitere abgeleitete GroBen wie Porenwasserdruckgradient, Stromungsgeschwindig-

keit und AbfluBmengen lassen sich in analoger Weise berechnen.
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4.3 Ausgangszustand ( t = 0) als Sonderfall

Um mit dem oben angegebenen Rekursionsschema (Gl. 4.8) rechnen zu kénnen, wird
ein bekannter Ausgangszustand bendtigt. Wenn die Belastung zum Zeltpunkt t = 0
Null ist und diese dann iiber die Zeit stetig aufgebracht wird, kann vom Trivi-

alfall Py = 0 ausgegangen werden.

Im Fall der plotzlich aufgebrachten Last ergibt sich der Ausgangszustand zum
Zeitpunkt t = o als Ldsung eines Gleichungssystems, das man aus Gleichung
(4.8) mit Hilfe der Grenzbetrachtung At—0 gewinnt:

Kfu - CAp = Af + AP
(4.9)

-CTAu = 0

Die Inkompressibilitdtsbedingung (2.13) wird auf diese Weise indirekt einge-

s

bracht, die zweite Zeile von Gleichung (4.9) stellt die bereits diskretisierte
globale Form von Gleichung (2.13) dar. Die Matrizen-Differentialgleichung bzw.
-Differenzengleichung wird in diesem Fall zu einem gewShnlichen Gleichungs-
system, dessen Losung konsistent ist mit der Ldsung fir Zeitpunkte t > O (Kon-
solidationsphase).

Wegen der nichtlinearen Stoffgesetze soll die inkrementelle Form von (4.9)
beibehalten werden. Die Inkremente sind hier nicht mehr explizit von der Zeit
abhidngig, sondern nur noch von einer fiktiven Zeitvariablen. Af und Af neh-
men in der Regel endliche Werte an
Af
( 4% ™ = Jedoch af + =),

Bei der Verwendung eines linear elastischen Stoffgesetzes kann die Belastung in
einem Schritt aufgebracht werden, und es ergibt sich mit £° =0 (Anfangslast
infolge Dilatanz):

]
n

Ku-Cp

(4.10)
- CT u 0

Diese Gleichungen sind identisch mit den von CHRISTIAN (1968) fiir ein inkompres-

sibles Zweiphasengemisch abgeleiteten Gleichungen.

Fiir einen inkompressiblen Einphasenstoff erhdlt man formal dieselben Gleichun-
gen, wenn neben den Verschiebungskomponenten die mittlere, hydrostatische Span-
nung (bzw. ein dieser GriBe proportionaler Parameter) als Freiheitsgrad gewdhlt

wird. Hierbei geht man in der Regel von dem von HERRMANN (1965) angegebenen Va-
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riationsprinzip aus, das als Sonderfall des Hellinger-Reissnerschen Prinzips an-
gesehen werden kann, siehe z.B. DESAI/ABEL (1972). Die Einfiihrung der Inkompres-
sibilitdtsbedingung als Nebenbedingung beim Verschiebungsansatz mit der mittle~
ren Normalspannung als Lagrange-Multiplikator fithrt zum gleichen Ergebnis, siehe
ZIENKIEWICZ (1977); in dhnlicher Weise wird von ARGYRIS/MARECZEK (1971) die In-
kompressibilitdtsbedingung mit der Methode der gewichteten Residuen behandelt.

Der Vorteil eines solchen gemischten Ansatzes liegt darin, daB das Verfahren
- im Gegensatz zur reinen Verschiebungsmethode -~ auch bei exakter Inkompressi-
bilitat (vu = 0,5 beim Hookeschen Gesetz) funktioniert. Vorausgesetzt wird
hierbei allerdings ein bestimmtes Verhdltnis des Grades des Verschiebungs-
ansatzes zum Grad des Spannungsansatzes, worauf in Abschnitt 4.6 noch einmal

eingegangen werden soll.

Zum Vergleich mit (4.10) soll das entsprechende Gleichungssystem einer Einpha-
senformulierung betrachtet werden. Nach ARGYRIS/MARECZEK (1971) ergibt sich fiir
inkompressibles Material und unter Vernachldssigung der Temperaturdehnungen in

der hier verwendeten Schreibweise

RKu-c¢C p=1f

(4.11)
- CT u 0
Hierbei ist
- - B T =
K=z®% =z [» DB av
£ 1 v

mit D = G diagl2,2,2,1,1,1] im dreidimensionalen Fall. Da die Stoffmatri-
zen D und D nur identisch sind, wenn die Querkontraktionszahl des Korn-

geriistes v = 0 ist 1), ergibt sich im allgemeinen also ein Unterschied im Auf-

1) _ .

mit a = 2G i-;
b b a 0 0 O —ev

D= v
0 0 0 6 0 0 b= 26 70—
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bau der Steifigkeitsmatrizen K und K. Dieser ist dadurch bedingt, da8
bei den Einphasenformulierungen die Inkompressibilitétsbedingung, zusdtzlich zur
2. Gleichung (4.11), im Stoffgesetz eingefiigt werden mu. Denn beim inkompres-
siblen Stoff wird die ibliche Stoffmatrix wegen v = 0,5 (bzw. K = =;

Index u = undrainiert) singular.

Bei der Zweiphasenformulierung wird demgegeniiber die Kompresaionssteifigkeit des
Korngeriistes, die fiir reale Béden immer endliche Werte annimmt, der Schubstei-
figkeit iiberlagert. Die GroBe dieser Kompressionssteifigkeit hat aber im Sonder-
fall At = O keinen EinfluB, da dem Verformungszustand durch die 2. Gleichung
(4.11) die Zwangsbedingung der Inkompressibilitdt auferlegt wird.

Numerische Vergleichsrechnungen nach (4.10) und (4.11) zeigen - auch bei elner
Variation des Kompressionsmaduls (bzw. der_Querkontrgktioqszahl) in (4.10) -,
daB die durch Rundungsfehler zustande kommenden Abweichungen sehr gering sind.
Es ist anzumerken, daB bei diesem Vergleich keine Randbedingungen beziiglich des
Porenwasserdrucks bzw. der mittleren hydrostatischen Spannung spezifiziert wur-

den.

4,4 Beriicksichtigung der Nichtlinearitidt

Bei Verwendung der in Abschnitt 3 behandelten nichtlinearen Stoffgesetze werden
die Gleichungen (4.8) und (4.9) in den Verschiebungsinkrementen nichtlinear, da
die Steifigkeitsmatrix K vom Spannungs- bzw. Ve;zerrungszustand und damit vom
Verschiebungszustand abhingig ist.

Verfahren zur Lésung von nichtlinearen Gleichungssystemen dieser Art werden in
der Literatur im wesentlichen unterteilt in.ipkrementelle, iterative und kombi-
nierte (inkrementell-iterative) Verfahren. Ubersichten finden sich u.a. bei RAMM
(1976) und WILLAM (1978), neuere Entwicklungen werden von RAMM (1981) aufge-
zeigt.

Da die hier vorliegenden Stoffgesetze eine Wegabhéngigkeit enthalten, lassen
sie sich nur in differentieller Form darstellen. Demzufolge scheiden die rein
iterativen Verfahren aus, die Belastung muf vielmehr in kleinen Schritten auf-
gebracht werden. Es kommen somit rein inkrementelle Verfahren oder Verfahren

mit Iteration im Lastschritt in Frage.

Ein einfaches inkrementelles Verfahren ist mit der Methode der tangentialen

Steifigkeit gegeben. Bei ihr wird Zeitschritt fir Zeitschritt die Steifigkeits-~
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matrix dem aktuellen Spamnungszustand angepaBt. Da bei Zugrundelegung des hypo-
elastischen Stoffgesetzes der Dilatanzanteil durch Korrekturkrifte auf der rech-
ten Seite des Gleichungsystems beriicksichtigt werden soll, siehe auch Gleichung
(3.19), wird in diesem Fall das Verfahren modifiziert, und der Lastvektor kann

als Korrekturglied im Sinne der Anfangslastmethode interpretiert werden.

Die Methode der tangentialen Steifigkeit stellt in Zusammenhang mit der Berech-
nung von rein statischen Problemen das klassische Euler-Vorwirtsverfahren dar.
Die Anwendung auf die bereits in der Zeit diskretisierten Gleichungen des Kom~
solidationsproblems (4.8) ergibt demgegeniiber eine Kombination aus Euler- und
Crank-Nicolson-Verfahren. Die konsequente Anwendung des Euler-Verfahrens (vorde-
rer Differenzenquotient) direkt auf Gleichung (4.7) wire auch denkbar, wirde
aber den bereits in Abschnitt 4.2.2 erliuterten Nachteil bedingter Stabilitidt
mit sich bringen (Stabilitdtskriterium gilt exakt nur fiir lineares Stoffver-
halten).

Fir die Verwendung des oben beschriebenen einfachen inkrementellen Verfahrens

in der vorliegenden Arbeit sprechen folgende Griinde:

- Es wird in der Regel angenommen, daB inkrementelle Verfahren bei monotonen
Vorgidngen immer konvergieren.

- Das Verfahren 1dBt sich bei beiden vorgeschlagenen nichtlinearen Stoffge-~
setzen einsetzen.

- Es ist einfach zu handhaben und zu programmieren.

Als Nachteil ist zu nennen, daB es unter Umsténden beziiglich der Rechenzeiten
unwirtschaftlich wird. Insbesondere bei der Berechnung von Systemen mit sehr
vielen Freiheitsgraden kénnte eine Nachiteration im Zeitschritt im Sinne eines
modifizierten Newton-Raphson-Verfahrens vorteilhafter sein.

Die Rechenvorschrift soll nun ausfiihrlich beschrieben werden.

Fir t > 0 gilt:

pl - A =
N (glt’g‘t ) Aut,t+At ¢ pt,t"At Aft‘_ tedt T Ag (gé’AToct . )
’ t-At,t
(4.12)
T At
- C Aut,t+At -5 H Apt,t+At = At Hp et At £

9 psat/2 j

(8t : vorangehender Zeitschritt, i.a. von At verschieden)



- 71 -

Bei plotzlicher Belastung mit At = 0 gilt:

pl - - a ar. &
K (g:l\g.,i ) Aui’i+1 [ Api’“_l £ + o (g i, 87

i,i+l

T
-C Au i

wobei i-1, i und i+l Laststufen (= fiktive Zeitpunkte) kennzeichnen sollen. Beim
hypoelastischen Stoffgesetz entfdllt die Abhdngigkeit von spl, wdhrend beim

elastoplastischen Gesetz Af® = 0 wird.

4.5 Programmierung fiir zweidimensionale Probleme

Die Umsetzung des oben abgeleiteten Algorithmus in ein Rechenprogramm erfordert
weitere Festlegungen, die im folgenden getroffen werden sollen. Insbesondere
sollen die bei der rdumlichen Diskretisierung der Arbeitsgleichungen, siehe Ab-
schnitt 4.2.1, in allgemeiner Form angegebenen Interpolationsfunktionen II“
und RP und deren Bereiche spezifiziert werden, d.h. es miissen bestimmte Ele-

mente gewahlt werden.

In dem Rechenprogramm CONSOL, das zur Durchfilhrung der Untersuchungen dieser
Arbeit aufgestellt wurde, sind (rdumlich) zweidimensionale Elemente implemen-
tiert.' Sémtliche Funktionen hdngen also, neben der Zeit, von zwei unabhingigen
Ortskoordinaten ab, wobei wahlweise der ebene Verzerrungs- und FlieBzustand
oder der axialsymmetrische Zustand analysiert werden kann. Prinzipiell wire es
ohne groBeren Aufwand méglich, in eilnem Computerprogramm den allgemeinen Fall
der rdumlichen Dreidimensionalitdt zu beriicksichtigen und entsprechende Elemente
zu implementieren. Der praktischen Durchfiihrbarkeit von Analysen gerade mit
Nichtlinearitdt und/oder Zeitabhdngigkeit sind allerdings durch die Kapazitit

der GroBrechenanlagen derzeit noch Grenzen gesetzt.

Bei den in CONSOL implementierten Elementen wird fiir die Verschiebungen ein bi-
quadratischer Ansatz verwendet, wahrend fiir den Porenwasseriiberdruck verschie-
dene Interpolationsfunktionen betrachtet werden sollen. Als Elementform wird
das Viereck (Quadrilateralelement) gewdhlt. Die Seiten des Vierecks kdnnen pa-
rabolisch gekrimmt sein, denn es geht durch Koordinatentransformation aus einem
quadratischen Grundgebiet (E-n-Ebene) hervor, wobei fiir diese Transformation
dieselbe Interpolationsfunktion wie fiir die Verschiebungen herangezogen wird,
siehe Bild 4.1.



x=Nlgn)x,

Y
Bild 4.1:

—o—3

Transformation vom lokalen
ins kartesische Koordinaten-

— system beim 8-Knoten Vier-
eckelement

Es ist iiblich, solche Elemente als isoparametrisch zu bezeichnen; in unserem
Fall handelt es sich allerdings nur dann um ein "echtes" isoparametrisches Ele-
ment, wenn auch fiir die Porenwasserdruck-Interpolation diese Funktion verwendet

wird (z.B. "88-Element', siehe unten).

Die Integration der Elementmatrizen erfolgt numerisch nach der GauBschen Quadra-
tur in den lokalen Koordinaten & und n. Die Anzahl der Integrationsaufpunkte
wird im Programm variabel gehalten, in der Regel geniigen allerdings 2 x 2 Auf-~

punkte, s. RUNESSON (1978).

Die in CONSOL implementierten Elemente, die der "Serendipity-Familie" angehdren,
sind in Tafel 4.1 dargestellt.

Die "88-" und die "84-Elemente" sind aus der Literatur bekannt. Das "86-Element"
wurde fiir eine spezielle Untersuchung, die in Abschnitt 4.6 dokumentiert ist,
entwickeit,l) Das "80-Element" ist ein reines Verschiebungselement ohne Poren-
wasserdruck-Freiheitsgrad. Es kann beispielsweise fiir die Diskretisierung von
nichtkonsolidierenden Teilen in einer Struktur oder bei entkoppelten Analysen
(vollkommen drainiert) eingesetzt werden. Die einzelnen Ansatzfunktionen, deren
Ableitungen und der Aufbau der Elementmatrizen sind im Anhang 4.1 zusammenge-
stellt. Wegen weitergehender Details zur numerischen Integration und Koordina-

ten-Transformation wird auf ZIENKIEWICZ (1977) verwiesen.

Im folgenden werden. einige weitere wichtige Informationen uber das Programm
CONSOQL angegeben. Eine vollstindige Beschreibung des Programms liegt im Institut

fiir Grundbau und Bodenmechanik der Universitdt Stuttgart vor.

n Dariiber hinaus wurde auch noch ein "87-Element™ entwickelt und in CONSOL

implementiert, im vorliegenden Zusammenhang jedoch nicht weiter eingesetzt.
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Verschiebungen Porenwasseriiberdruck Darstellung
Bezeich
Ansatz - |Anz. d. Frel- Ansatz Anz. d. Frei-
heitsgrade heitsgrade
88-Element | biquadratisch 16 biquadratisch 8 D
86-Element | biquadratisch 16 quadratisch - 6
linear
84-Element | biquadratisch 16 bilinear &4 Q
80-Element | biquadratisch 16 - - @
Freiheitagrade an den Knoten: e Au,, Any y Ap;
o A“x' Auy.

Tafel 4.1: In CONSOL implementierte Elemente

Das in jedem Zeitschritt zu l&sende lineare Gleichungssystem wird nach dem
GauBschen Algorithmus aufgeldst. Um die Vorteile einer Bandstruktur zu erhalten,
werden Verschiebungs— und Porenwasserdruck-Freiheitsgrade knotenpunktweise ge-
ordnet, was einer Vertauschung von Zeilen und . Spalten in den Gleichungen
(4.9 ff) gleichkommt. Es wird nur die halbe Systemmatrix abgespeichert, d.h. es
wird Symmetrie der Stoffmatrix D vorausgesetzt. Dies bedeutet bei Verwendung
des elastoplastischen Stoffgesetzes in Verbindung mit dem oben angegebenen in-
krementellen Verfahren eine Einschrédnkung auf eine assoziierte FlieBregel; beim

hypoelastischen Stoffgesetz wird die Dilatanz gemiB G1.(3.20) behandelt.

Als Spannungs-Verzerrungsbeziehungen sind die beiden in Abschnitt 3 beschriebe-
nen nichtlinearen Stoffgesetze sowie das Hookesche Gesetz programmiert. Dabei
ist es moéglich, Bereiche mit linearem und mit nichtlinearem Verhalten zu kop-
peln; eine gleichzeitige Verwendung der beiden nichtlinearen Stoffgesetze inner-

halb eines Rechenlaufs ist unzweckmidBig und daher nicht vorgesehen.
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Ein weiterer wichtiger Punkt im Zusammenhang mit der Programmierung der nicht-
linearen Stoffgesetze ist die Festlegung von Schranken fiir GroBen, die bei der
numerischen Berechnung nicht < 0 werden diirfen. Beim hypoelastischen Stoffge-
setz kann sich nach Gleichung (3.15) ein Schubmodul G < 0 ergeben. Wihrend
G = O zu einer Singularitit des Gesamtgleichungssystems filhren kann, ist ein
negativer Wert fiir G physikalisch nicht zuldssig. Als untere Schranke fiir G wird
wird daher Ko/lOOO (KO: Anfangskompressionsmodul) gesetzt. In &hnlicher
Weise muB auch bei der Berechnung der tangentialen Stoffmatrix des elastoplasti-
schen Gesetzes eine untere Schranke fiir die Verfestigung eingefiihrt werden,

siehe SCHAD (1979), S. 92.

Solche Festlegungen, deren Angabe von vielen Autoren unterschlagen wird, stellen
wichtige Ergédnzungen der Stoffgesetze dar, und sie kdnnen in manchen Fdllen

einen nicht zu unterschitzenden EinfluB auf Rechenergebnisse haben.

AbschlieBend sei bemerkt, daB sdmtliche abgeleiteten GroRen wie Verzerrungs-
und Spannungsinkremente, Verzerrungen und Spannungen selbst sowie die daraus fir
den nichsten Rechenschritt sich ergebenden Stoffmatrizen (und ggf. die Anfangs-
dehnungen infolge Dilatanz) in den Integrationsaufpunkten ("GauB-Punkte") er-
mittelt werden. Es ergeben sich innerhalb des Elementes veranderliche Span-
nungen.Dies kann zu dem unerwiinschten Effekt filhren, daB beispielsweise in der
Nihe von Unstetigkeitsstellen oszillierende Spannungsverldufe auftreten. Im Pro-
gramm ist daher eine Glattung in der Art vorgesehen, daB die Inkremente der
Spannungskomponenten (effektive Spannungen!) einer linearen Regression unterwor-
fen werden, d.h. durch die iiber den Aufpunkten aufgetragenen Ordinaten wird eine

Ausgleichsebene gelegt (siehe auch ARGYRIS/WILLAM, 1974).

4.6 Besonderheiten bei der numerischen Berechnung

Die Genauigkeit der Ergebnisse der numerischen Berechnungen hédngt sehr stark von
der Elementwahl, der Elementeinteilung, von den Randabstinden und -bedingungen
bei unendlich ausgedehnten Gebieten und von der Wahl der Zeitschritte ab. Eine
Reihe von Vergleichen mit geschlossenen Ldsungen (linearer Fall) und Hinweise
fiir die konkrete Durchfiihrung der numerischen Berechnungen sind einem grofien
Teil der in Abschnitt 4.1 und 5.3.1 aufgefiihrten Verdffentlichungen zu entneh-
men. Es soll daher nur auf einige dariiber hinausgehende eigene Untersuchungen

eingegangen werden.
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Aus der Berechnung elastostatischer Probleme mit der FEM ist bekannt, daB die
Elementeinteilung an Stellen mit groflen Spannungsanderungen besonders fein sein
mufi. Das gilt analog beim Konsolidationsproblem, wobei allerdings nicht nur die
totalen Spannungen maBgebend sind, sondern sowohl die effektiven Spannungen als
auch der Porenwasseriiberdruck. Dies kann mitunter zu der Notwendigkeit einer
feineren Elementeinteilung im Vergleich zum entsprechenden elastostatischen Pro-

blem fihren.

Am Beispiel des eindimensionalen Druckversuchs (Oedometerversuch) liaBt sich dies
besonders gut verdeutlichen, siehe Bild 4.2: Wahrend im ideal drainierten,
elastostatischen Fall bereits ein Element mit linearem Verschiebungsansatz (in
der hier verwendeten Terminologie wire das ein 40-Element) den Spannungsverlauf
exakt darstellt (a), ist beim entsprechenden Konsolidationsproblem (z.B. mit
einseitiger Drainage) ein feines Elementnetz notwendig, um den rdumlichen Ver-

lauf der Zustandsgrofien geniigend genau zu approximieren (b).

g=const
] exakt, |
1x 40-Elem. /Fem’ | 10x8Elem.
5 7
Y AEEEY | =
/ v { I °
¢ -]

w | . piti G,
a) b)

1) in Programm CONSOL nicht implementiert

Bild 4.2: Diskretisierung des Oedometerversuchs:
a) elastostatischer, entkoppelter Fall
b) gekoppeltes Konsolidationsproblem

L4t man bei der Berechnung dieses Beispiels, bei dem die Belastung zum Zeit-
punkt t = O plotzlich aufgebracht und iiber die Zeit "konstant gehalten werden
soll, die GroBe des ersten Zeitschrittes Atl gegen Null gehen, ergeben sich im

raumlichen Verlauf des Porenwasseriberdrucks Oszillationen. - ' ihaiss -

Bild 4.3 a zeigt die Verldufe des Porenwasseriiberdrucks im randnahén Bereich
nach verschiedenen kleinen Zeitschritten Atl unter Verwendung von -zehn 84-

bzw. 88-Elementen (siehe Netz 1, Tafel 4.2). Die ZeitschrittgriRe ist hier und

in den folgenden Beispielen normiert:
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c E k

v . 8 \ k -10 o*
AT = T At mit <, = T , wobei ]E:s = 1000 kN/m?, ﬁ =10 TR

und h = 0,014 m gewdhlt wurden.

Der Maximalwert der Oszillation, lAP'max/q’ ist in Bild 4.3 b in Abhingigkeit
von der ZeitschrittgroBe AT1 dargestellt.

Je nach Verwendung von 84- und 88-Elementen ergeben sich unterschiedliche Arten
der Oszillation. Wihrend bei dem mit 84-Elementen gerechneten Beispiel der
"overshoot" bei Zeitschritten AT1< 2-10-5 auftritt, ist dieser bei Verwen-
dung von 88-Elementen erst ab einer um beinahe eine Zehnerpotenz kleineren Zeit-
schrittgroBe festzustellen. Diese Stérung geht allerdings iiber die ganze Hohe
durch, wihrend die beim mit 84-Elementen gerechneten Beispiel eine rasche Démp-~
fung erfiahrt. Fir AT(lO_]'5 treten dann bei den 88-Elementen weitere Stdrungen
auf, die mit abnehmender ZeitschrittgréBe immer unregelmiBiger und schlieBlich
unsinnig werden. Demgegeniiber bleibt die Porenwasseriiberdruckverteilung bei den

84-Elementen bis einschlieBlich ATl = 0 unveridndert.

Die Oszillationen werden durch zwei verschiedene Ursachen hervorgerufen. Wihrend
es sich bei der im GréBenordnungsbereich von AT1 = lO—5 einsetzenden Oszil-
lation um eine durch die Drainage-Randbedingung (p = 0 am oberen Rand) bedingte
Storung handelt, wird die nur bei 88-Elementen ab etwa ATl n 10-15 auftre-
tende Stérung durch die schlechte Konditionierung des zu lésenden linearen Glei-
chungssystems hervorgerufen. Es soll zundchst auf das letztgenannte Problem ein-

gegangen werden.
Konditionierumnsg

Durch die Verwendung gleichrangiger Ansidtze fiir Verschiebungen und Porenwasser-
druck wird die Matrix
a-c'xids Sta

bei kleiner ZeitschrittgréBe AT schlecht konditioniert bzw. fiir AT = 0 singulir,
siehe auch SANDHU/LIU/SINGH (1977). A erhdlt man, wenn man im Gleichungssystem
(4.8) zunichst die Verschiebungsinkremente eliminiert und dann getrennt nach den
Porenwasserdruckinkrementen auflést. Die Genauigkeit, mit der dieses Gleichungs-
system geldst werden kann, wird von dem Anteil é—t H in A beein-
fluBt, d.h. maBgebend sind ZeitschrittgréBe AT und die Wortlange der verwendeten

Rechenanlage.
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Oszillation des Porenwasseriberdrucks bei der Nachrechnung des

Cedometerversuchs

a) Porenwasseriiberdruck-Verteilung im randnahen Bereich

b) Maximalwert der Porenwasseriiberdruck-Oszillation in
Abhangigkeit der GriBe des ersten Zeitschrittes
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Das analoge Problem tritt auch bei der Verwendung gemischter Ansidtze fiir die
Berechnung in inkompressiblen oder nahezu inkompressiblen Einphasenstoffen auf.
Es ist von daher bekannt, daB der Grad der Ansatzfunktion des hydrostatischen
Drucks um 1 niedriger sein muB als der Grad des Verschiebungsansatzes. Die Be-
nutzung eines Interpolationspolynoms fir den hydrostatischen Druck von gleicher
oder héherer Ordnung wie jener fiir die Verschiebungen fithrt zu einer Erhdhung
der Anzahl der Unbekannten ohne entsprechende Verbesserung der Genauigkeit, da

die zusdtzlichen Zwangsbedingungen linear abhingig sind, MULLER (1979).

Als MaB fir die Genauigkeit der Inversion der Matrix soll die Konditiomszahl K

herangezogen werden.

_ max x (A)

Es gilt = min » (&)

oder, da A symmetrisch,
-1
K= |[al] [|a77]],

wobei A(A) die Eigenwerte und ||A]| baw. HA‘1|| die sphidrische Norm von A
1

bzw. A~ bedeuten.

Fiir das oben gewdhlte Beispiel wurden die Konditionszahlen fur verschiedene Ele-
mente und ATl mit Hilfe des Programmpakets FORMAT (ALMOND, 1978) ermittelt.
Hierbei wird die Matrix A, im Gegensatz zu den iibrigen Berechnungen mit simul-
taner Gleichungsauflésung, getrennt erstellt. Die entsprechende Version des
Programms CONSOL ist - u.a. wegen der expliziten Inversion von K - allerdings

nur fiir kleinere Probleme ausgelegt (bis ca. 200 Unbekannte).

Fir die Konditionszahl gilt, daB sie mit abnehmender Genauigkeit der Inversion
bzw. Gleichungsauflésung groéfer wird. Der Verlust an geltenden Ziffernm ist etwa

gleich dem Logarithmus der Konditionszahl.

Fiir das gewdhlte Oedometerproblem ist in Bild 4.4 der Logarithmus der Kondi-

tionszahl lber der Zeitschrittgrdfe A’I'l aufgetragen.

Beim mit 88-Elementen diskretisierten Fall zeigt sich, daB die Konditionierung

ab etwa ATlilO-]'7 go schlecht wird, daB der Genauigkeitsverlust gleich der
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Bild 4.4: Konditionierung der Matrix A fiir das Oedometerproblem
(10 Elemente) in Abhingigkeit von der Zeitschrittgrife AT’

Wortlinge des verwendeten Rechners, ndmlich 16 Stellen (CD 6600, Cyber 174)
wird. Unterhalb dieser ZeitschrittgréBe treten dann auch die in Bild 4.3 darge-
stellten unregelmiBigen Oszillatiomen auf.

Wie aus Bild 4.4 ebenfalls hervorgeht, zeigt die ungleichmifige Elementeintei-
lung gegeniiber der gleichmiBigen (siehe Tafel 4.2) eine etwas ungiinstigere Kon-
ditionierung. Dieser EinfluB kann allerdings als untergeordnet angesehen werden.
Weiter ist festzustellen, daB die Art der Drainage-Randbedingung bei kleinen
Zeitschritten (AT1;<_10.4) iberhaupt keinen Einfluf hat. Ers.t bei sehr gro-
8en Zeitschritten wird. im ringsum geschlossenen Fall die Konditionierung wieder
schlecht. Hierin spiegelt sich der Widerspruch, der dadurch entsteht, daB man

bei diesem unrealistischen Durchstrdmungsproblem, bei dem
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%n > ¢k le

ist, eine DurchfluBmenge vorgibt und gleichzeitig alle Rinder geschlossen hilt.

Bei dem mit 84-Elementen gerechneten Beispiel zeigt sich fiir ATl < 10-5 eine
gute Konditionierung mit 1lg K = 0,87 = const, auch bei Tl = 0 (Netz 1). Dies
steht in Einklang mit dem in Bild 4.3 dargestellten Verhalten. Fiir gréfere Zeit-
schritte nimmt die Konditionszahl etwas zu, das Verhalten entspricht dem des
mit 88-Elementen gerechneten Beispiels (gilt auch fiir den nicht dargestellten

Fall "ringsum geschlossen').

Es ist zu bemerken, daB bei groBeren Strukturen, wie etwa der Lastplatte, die
Konditionierung allgemein schlechter wird. Die hier getroffenen Feststellungen

kénnen jedoch von der Tendenz her iibertragen werden.
Randstérung

Die Randstérung kommt dadurch zustande, daB die Ansatzfunktionen fiir den Poren-
wasserdruck die Randbedingungen p = 0 und dp/8y ~ @ fiir At—0 nicht erfiillen kén-
nen, wenn gleichzeitig an dem in einem endlichen Abstand darunterliegenden Kno-~
ten ein endlicher Wert fiir den Porenwasserdruck vorhanden sein soll. Es kommt

dann sowohl beim linearen als auch beim quadratischen Ansatz zum "overshoot'.

Im folgenden wird untersucht, inwieweit durch unterschiedliche Netzeinteilungen
die Randstorung beeinfluBt werden kann. Die Vergleiche sollen dabei auf 84-Ele-
mente beschrénkt bleiben, da bei deren Verwendung At = 0 exakt gewiihlt werden
kann und die Konditionierung des Gleichungssystems keinen Einfluf hat, wahrend
sich bei 88-Elementen fiir kleine Zeitschritte die bereits in Bild 4.3 gezeigten

Verldufe ergeben.

In Bild 4.5 sind die Porenwasseriiberdruck-Verteilungen bei At = 0 fiir verschie-
dene Elementnetze, siehe Tafel 4.2, dargestellt. Es zeigt sich, daB nicht in
allen Fidllen durch eine Netzverfeinerung eine Reduktion der Randstérung erzielt
werden kann: Sowohl die Verfeinerung von 3 (Netz 3) auf 10 (Netz 2) jeweils
gleiche Elemente als auch eine Verfeinerung am drainierten Rand durch mehrere
gleich diinne Elemente (Netz 1) ergeben jeweils einen maximalen Uberschuf (over-

shoot) von etwa 27 %.
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Bild 4.5: EinfluS der Netzeinteilung bei Verwendung von 84-Elementen fir
das Oedometerproblem, At = 0 (siehe hierzu Tafel 4.2)
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4 0.0002 . 0.0014 0,0014
4, Im] 0.0005 .
dy ©.001 . .

4 0.002

dg 0,003

4 0.003 . . .
d, 0.004 0,004 0.0014 0.0014

Tafel 4.2: Netzeinteilungen fiir das Oedometerproblem

Eine weitere Variation der Netzgeometrie (Netze 4 und 5) hat vielmehr gezeigt,
daB die GroBe der Randstérung wesentlich vom Verhdltnis der Dicken der beiden
dem Drainagerand nidchstgelegenen Elemente, d1/d2, abhingt. Eine geschlossene
Ableitung fir 2 bzw. 3 Elemente mit eindimensionalem Ansatz {siehe Anhang 4.2)

ergibt folgenden Zusammenhang:
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2

2 Elemente: € iy (4.14)
max
. _ 3y + 4
3 Elemente: epmax = a Bay + 8a + 6y + 6 (4.15)
mit @& = ;l-, Y = ;1 und ¢ = (p_ _-qllq
2 2 Prax s

Hierbei tritt Puax™ P3 20 3. Knoten von oben auf.
Die Randstérung kann demnach bis zu 50 % betragen.
Epmaxt!]

s

04

GL.(415) fur AR 1
Y= d.= ? 14
03 B i 1 —
|92
-—*——ﬂS
0,2 1 =1
Sonderfall
di_ 2Elsmente u:l3
Gl.[414)
I L —
0 T T |l T
o 01 1 10 100 %L:a 8}]
: 2

Bild 4.6: RandstSrung gemidB Gl. (4.15) fir £ = 0 beim Oedometerproblem,
3 x 84-FElement. Zum Vergleich 10 Elemente, Netz 4 modifiziert
(4 -y =100, O- v = 1)

In Bild 4.6 sind die mit Gleichungen (4.14) und (4.15) gegebenen Abhdngigkeiten
grafisch dargestellt. Es zeigt sich, daB bei 3 Elementen der EinfluB der Geome -
trie des dritten Elements (d3 = v d2) auf die Randstérung schon von unter-
geordneter Bedeutung ist. Bei mehr als 3 Elementen wird eine geschlossene Auf-

16sung zu umfangreich. Numerische Berechnungen haben hier allerdings keine nen-
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nenswerten Abweichungen vom Fall mit 3 Elementen ergeben, wie z.B. die in Bild
4.6 mit Dreieck- und Quadratsymbolen gekennzeichneten Punkte einer Berechnung

mit 10 Elementen (Netz 4 und 5 modifiziert) verdeutlichen.

Eine Abschl’-itzimg der Randstérung fiir At = 0 bei Verwendung von 84-Elementen
kann - auch fiir zweidimensionale Probleme - mit Gleichung (4.14) vorgenommen

werden.

Im Hinblick auf eine moglichst kleine RandstSrung fiir At = 0 ist es von Vorteil,
das Verhdltnis dl/dZ méglichst klein 2zu wéhlen. Allerdings hat das auch
einen Nachteil: Nach einer bestimmten Zeit kommt es an den innenliegenden Ele-
menten zu Stdrungen. Diese treten zwar in gedémpfter Form auf, sie gind sber
um so gréBer, je kleiner dl/cl2 gewdhlt wurde. Bei sehr kleinen Werten
d]_/rl2 baut sich der Porenwasseriiberdruck im oberen Element ziemlich rasch
ab, so daB sich das "At = 0-Problem" vom Rand nach innen in nahezu voller

Grofie verlagert.

Weiter hingt die GroBe der Stdrung vom Verhdltnis der Dicken der unter dem
ersten Element gelegenen Elemente ab, insbesondere von dzld3 - analog zur
Abhingigkeit der Stérung von t'11/¢:12 bei At = 0. Bei gleichmdBiger Netzein-
teilung (Netz 2) betridgt so der msximale Uberschuf an der Untergrenze des 2.
Elements (Punkt 5) nur noch & % (sp3(t=0) = 27 %), bei einem. Verhdltnis
d]_/dz = 0,1 und d2/d3 = 1 (Netz &) ergibt sich an diesem Punkt eine
maximale Stdérung von 13 % (t-:p3(t=0) = 11 %). Bild 4.7 zeigt diese Stérung fir

1y LY —
q = €;75.mcn(
05
| nur 84—
5 Elemente:
0,
AT~ —— - ﬂz=
P ~~~ t 100
e e e -_— ———.-:___‘_______—‘
o e ] = o
//
t/ A
0,2— - A R — |
el I 0,1
A P
o
// |
— — | 1
0 - I . o
0,01 01 10 10 100

21
Bild 4.7: Maximale Stdrung am Knoten 5 (zwischen 2. und 3. Element) d3
fiir t > 0, 10 x 84-FElement
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verschiedene Werte dl/dZ und d2/d3, wobei zu bemerken ist, daB die auf-

getragenen Maximalwerte zu jeweils verschiedenen Zeitpunkten auftreten.

Bei der Netzeinteilung sollte man somit beachten, daB die VergroBerung der Ele-
mente vom Drainagerand weg allmidhlich vorgenommen wird. Hierbei sollte ein Dik-
kenverhaltnis von etwa 0,1 von zwei aufeinanderfolgenden Elementen nicht unter-
schritten werden. Durch geschickte Elementwahl kann man so erreichen, daB die
(rdaumlich und zeitlich gesehen) maximale Stdrung an den Knotenpunkten nicht

mehr als ca. 8 % betrigt.

Wie am Anfang des Abschnitts 4.6 bereits erlidutert wurde, tritt die Randstérung
ab einer bestimmten ZeitschrittgrioBe Atl gar nicht mehr auf. Das bedeutet,
daBl durch die Verwendung eines geniigend grofien Atl das Randstdrungsproblem um-

gangen werden kann.

Allerdings hat man dabei den Nachteil, daB sich bei Problemen mit plétzlich auf-
gebrachter Last der Anfangszustand gar nicht exakt berechnen lid8t. Insbesondere
bei der Verwendung nichtlinearer Stoffgesetze wirkt sich das negativ aus: wegen
der Nichtlinearitdt wird die Last inkrementell, also inm mehreren kleinen Last-
stufen aufgebracht, und jede dieser Laststufen muf dann mit einem entsprechend
groBen Zeitschritt At berechnet werden. Dadurch kommt es rechnerisch bereits in
der Belastungsphase zu einer Konsolidation, welche die Ergebnisse erheblich
verfdlschen kann.

Aufgrund der Bedingung, daB die Steigung des Poremwasseriiberdrucks am Drainage-
rand ein bestimmtes, von der Ansatzfunktion reproduzierbares MaB nicht iiber-
schreiten darf, lassen sich untere Schranken fiir die ZeitschrittgroBe Atl ab-
leiten.

B

£

Es gilt ary o= f < (4.16)

v
VERMEER/VERRUILJT (1981) erhalten unter der Voraussetzung &quidistanter Element-
einteilung fiir lineare Interpolation f = 1/3 und fiir quadratische Interpolation
f = 1/20. Zu einem #Zhnlichen Kriterium kommt man unter Verwendung einer Nihe-
rung fir eine analytische Ldsung, Ableitung siehe Anhang &4.3. Bei linearer In-
terpolation des Porenwasseriiberdrucks ergibt sich f = 1/n, bei quadratischer

Interpolation £ = 1/4x.
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Die Randstorung verschwindet demnach bei Verwendung des hoherwertigen Ansatzes
(88-Element) schon bei kleinerer ZeitschrittgroBe Aty. Ein Vergleich der ver-
schiedenen Kriterien anhand des eindimensionalen Beispiels mit 10 Elementen er-

folgt weiter unten.
86 - Element

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das bereits in Abschnitt 4.5 (s.a. Tafel 4.1) vor-
gestellte 86-Element entwickelt. Analog zu dem von TAYLOR (1972) fiir Verschie-
bungsansitze aufgezeigten Weg wird beim 86-Element fiir den Porenwasseriiberdruck
in einer Richtung eine quadratische, in der anderen Richtung eine lineare Inter-
polationsfunktion angesetzt. Die Ableitung der Elementmatrizen ist in Anhang 4.1

angegeben.

Es ist somit mdglich, unterschiedliche Elementtypen, insbesondere 84- und 86-
Elemente, innerhalb einer Struktur einzusetzen, ohne die Kompatibilitdt der
Porenwasseriiberdruck-Funktion an den Elementriandern aufzugeben.

Bild 4.8 zeigt den Verlauf der Ansatzfunktion bei zwei aneinander grenzenden

Elementen vom Typ 84 und 86.

Bild 4.8:

Riumliche Darstellung der Poren-
wasseruberdruck-Ansatzfunktion bei
zwel aneinander grenzenden Elemen-
ten vom Typ 84 und 86

Durch den Einsatz des 86-Elements soll versucht werden, die Vorteile des 88-
und die des B84-Elements miteinander zu verbinden, d.h. beim 88-Element die

bessere Approximation des Porenwasseriiberdrucks - insbesondere an Stellen mit



- 86 -

groBer Druckgradiente - und die damit verbundene kleinere Zeitschrittschranke
fiir das Verschwinden der Randstérung, beim B84-Element die gute Konditionierung
des Gleichungssystems bei kleinen Zeitschritten bzw. die L&ésbarkeit fiir At = 0

und die bessere raumliche Dimpfung der Randstérung.

Die Kombination der beiden Elemente erfolgt in der Weise, daB die erste Element-
schicht am ganz bzw. teilweise belasteten Drainagerand aus 86-Elementen besteht,
wihrend die iibrigen, im Innern des Gebiets liegenden Elemente vom Typ 84 sind.
Die B6-Elemente sind dabei so orientiert, daB die Richtung des gréBten Druckgra-
dienten mit der Richtung der quadratischen Interpolation des Porenwasseriiber-
drucks iibereinstimmt, was bei zweidimensionalen Problemen z.T. nur niherungs-
weise moglich ist. Bei geschichteten Boden kann es auch zweckmdBig sein, Reihen
von 86-Elementen im Innern des Gebiets, z.B. an der Schichtgrenze auf der Seite

des weniger durchldssigen Bodens, anzuordnen.

Die Zahl der Porenwasseriiberdruck-Freiheitsgrade wird durch Einfiihrung einiger
weniger 86-Elemente nur unwesentlich erhdht, so daB sich das auf die Konditio-

nierung des Gleichungssystems kaum negativ auswirkt.

Zur Untersuchung der Effektivitdt des 86-Elements soll weiter das durch 10 Ele-
mente diskretisierte Qedometerproblem herangezogen werden. Fiir Netz 2 (gleich-
méBige Elementeinteilung) ist der EinfluB der verschiedenen Elementtypen auf
die Abhidngigkeit der Konditionierung der Matrix A von der ZeitschrittgréBe AT

in Bild 4.9 dargestellt.

Es ist festzustellen, daB die Konditionszahl durch Einfiihrung eines 86-Elementes
am Rand gegeniiber der Diskretisierung mit nur 84-Elementen nur sehr wenig zu-
nimmt {1gKk erhdht sich von 0,70 auf 0,89 fiir AT < 10'4). Die Matrix A ist

auch fiir AT = O nicht-singuldr.

Die Art der Drainage-Randbedingung hat hier wie auch in den Fillen mit 10 88-
bzw. 10 B4-Elementen im fiir praktische Berechnungen relevanten GréBenordnungs-
bereich von AT keinen nennenswerten Einfluf (in Bild 4.9 nicht dargestellt).
Anders verhdlt es sich, wenn nur 86-Elemente verwendet werden: Wihrend das
ringsum geschlossene Beispiel das gleiche Verhalten zeigt wie der Fall mit 10
88-Elementen - A wird singuldr fir At+0} -, ist bei der Vorgabe p = 0 am oberen
Rand das Gleichungssystem besser konditioniert und fiir AT = 0 noch l&sbar. Die

Konditionszahl ist hier allerdings grdBer als im Fall mit 1 86- und 9 84-Ele-
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Bild 4.9: Abhidngigkeit der Konditionszahl von der ZeitschrittgréBe AT bei

verwendung verschiedener Elementtypen beim Oedometerproblem

menten. Die Mdglichkeit, nur 86-Elemente einzusetzen, wird nicht weiter ver-
folgt, da das rdumliche Dimpfungsverhalten dhnlich schlecht ist wie bei Verwen-

dung von 10 88-Elementen.

Der EinfluB unterschiedlicher Netzeinteilumgen (Netz 1, Netz 3) auf die Kondi-
tionierung bei Verwendung von 86-Elementen ist nicht dargestellt. Dieser EinfluB
ist ahnlich wie in Bild 4.4 fiir 88-Elemente gezeigt und kann ebenfalls als un-

tergeordnet angesehen werden.

Es soll nun die Stérung, die sich fiir At = O unter Verwenduhg eines 86-Elementes

am Rand ergibt, mit der bereits dargestellten Stdrung bei nur 84-Elementen ver-
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Bild 4.10: Randstérung bei Verwendung von nur 32-Elementen und bei Verwendung
eines 33-Randelements, At = 0
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glichen werden. Auch hierzu wird zunidchst die geschlossene Lisung eines eindi-
mensionalen FE-Ansatzes (Herleitung siehe Anhang 4.2) fiir 2 bzw. 3 Elemente her-

angezogen.

Der Vergleich der beiden Fdlle erfolgt auf der Basis gleicher Element- und Kno-
tenzahl und somit gleicher Anzahl an Verschiebungsfreiheitsgraden. Dies ist des-
wegen zweckmidBig, weil ein Vergleich auf der Basis gleicher Anzahl an Unbekann-
ten nicht méglich ist und bei einem auf gleicher Anzahl an Porenwasseriiberdruck-
Freiheitsgraden basierenden Vergleich sich eine wesentlich griBere Diskrepanz in

der Anzahl der Verschiebungsfreiheitsgrade ergeben wiirde.

In Bild 4.10 sind fiir die Punkte 2 und 3 (Mitte bzw. Unterkante des oberen Rand-
elements) die normierten Porenwasseriiberdruck-Ordinaten p/q bzw. die Abwei-
chungen EP, = (p-q)/q gegeniiber der exakten Ldsung p = q formelmdBig aufge-
listet (vgl. auch Gleichungen (4.14) und (4.15)). Beim 32-(84~)Element ergeben
sich die Werte dabei -~ entsprechend der Ansatzfunktiom - durch lineare Interpo-

lation zwischen p = 0 (Punkt 1) und P3-

In Bild 4.11 sind die Betrédge der Abweichung |ep| in Abhdngigkeit von dem Geo-
metrie-Parameter o« = dlld2 (fiir 3 Elemente mit v = d3/cl2 = 1) grafisch
darstellt.

Der Vergleich zeigt, daB die Kombination 33- und 32- (86--und 84-) Elemente so-
wohl in Punkt 2 als auch in Punkt 3 giinstigére Werte liefert; solange das Ver-
hiltnis der Elementdicken a = dlld2 < 1,74 ist.

Numerische Berechnungen mit mehreren zweidimensionalen Elementen haben auch bei
der Diskretisierung mit 86- und 84-Elementen keine nennenswerte Abweichung vom
Fall 1 x 33- und 2 x 32-Element ergeben. Weiter wurde untersucht, inwieweit
sich bei Verwendung eines 86-Randelements die Randstdrung iiber die Zeit nach
innen fortpflanzt. Insbesondere fiir a < 1,0 und vy < = 1,0 unterscheiden sich
die Maximalwerte der Stdrung an Punkt 5 zwischen dem 2. und 3. Element kaum von

den in Bild 4.7 fir 10 84-Elemente dargestellten Werten.

Da bei praktischen Berechnungen i.a. @ < 1,0 sein wird, stellt die Kombination
von 86- mit 84-Elementen eine nennenswerte Verbesserung in bezug auf das Rand-

storungsproblem bei At = O dar.



- 90 -

€l
05 ——
-~ L —— p——
.
~
~
N
0.4 ]
~
1038 ]
03 =1
25 -1 — 3x32-El
02 -
01—
\(B-u. 2x32-EL. 5!
0 =
 E—
0,01 01 10 10 100 El:

Biid 4.1f: Vergleich der RandstSrung fiir At = 0 bei Verwendung von nur
3z-Elementen und hei Verwendung eines 33-Randelements

Im folgenden sollen nun noch die mit Gleichung (4.16) und den verschiedenen Fak-
toren f gegebenen Zeitschrittschranken fir Atl iiberpriift werden. Dazu werden
mit dem Netzen 2 und 4 (s. Tafel 4.2) numerische Berechnungen fiir verschiedene
ZeitschrittgrdBen Atl durchgefiihrt. Die Diskretisierung des Oedometerproblems
erfolgt dabei mit 10 84-Elementen, mit 1 86- und 9 B4-Elementen sowie mit 10
86— bzw. B8-Elementen (86- und 88-Elemente liefern hier dieselben Ergebmisse).

In Tafel 4.3 sind die Zeitschranken, wie sie sich nach Gleichung (4.16) ergeben,
den numerisch berechneten Zeitschrittgrdfen, bei denen der 'overshoot" ver-
achwindet, in normierter Form (AT1 = chtllhz) gegeniibergestellt. Das
Kriterium fiir das Verschwinden des "overshoots™ ist dabei, daf die Porenwasser-
{iberdruck-Ordinaten an den Knoten des Randelements kleiner oder gleich der Auf-

last sind. Dies ist nur bei der linearen Ansatzfunktion (84-Element) identisch
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Tafel 4.3: Vergleich der nach G1. (4.16) berechneten und der numerisch
ermittelten Zeitschrittschranken AT

imin
mit der Forderung, daB im gesamten Element p = q ist. Beim quadratischen Ansatz
(86- und 88-Element) kann bei Py, pé < q innerhalb des Elements p <q
sein. Das etwas strengere Kriterium, daB an allen Punkten p < q sein soll, ist
erst bei ZeitschrittgrdBen erfiillt, die etwa um den Faktor 2 gréBer sind als die

in der unteren Zeile der Tabelle angegebenen Werte.

Der Vergleich zeigt fiir lineare Interpolation eine gute Ubereinstimmung zwischen
den nach Gleichung (4.16) (f = 1/3 bzw. 1/x) berechneten und den numerisch er-
mittelten Zeitschranken. Auch bei quadratischer Interpolation ist eine gute
Ubereinstimmung zwischen dem mit f = 1/4x (siehe Anhang 4.3) nach Gleichung
(4.16) berechneten und dem numerisch ermittelten Wert fiar ATlmin festzustel-
len; verwendet man hingegen f = 1/20 nach VERMEER/VERRUIJT (1981), ergibt sich
nach Gleichung (4.16) eine etwas zu kleine Zeitschrittschranke ATlmin'
Dabei ist festzustellem, daB bei den mit einem 86-Element am Rand und 9 84-Ele-
menten diskretisierten Beispielen die Zeitschrittschranken durch die quadra-

tische Interpolation des Randelements bestimmt werden. Es ergeben sich dieselben
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Werte fiir AT]_m wie fiir den nur mit 86- bzw. 88-Elementen diskretisierten

Fall. Weiter i:: zu bemerken, daB auch bei ungleichmdBiger Elementeinteilung
(Netz 4) nur die Dicke d; des oberen Elements die Zeitschrittschranke
Atlmin beeinfluBt. Es ist also keine Aquidistanz, wie sie bei VERMERR/VERRUIJT
(1981) vorausgesetzt wird, notwendig. Allerdings ergibt sich, wie zuvor schon
erwdhnt, bei zu starker Aufweitung eine weitere, wenn auch gedampfte Stdrung an

den innenliegenden Elementen.

Fiir die Abschdtzung von ATlmin bzw. Atlmin bei praktischen Berechnungen wird
daher vorgeschlagen, bei linearer Interpolation f = 1/3 und bei quadratischer
Interpolation f = 1/12 in Gleichung (4.16) zu verwenden, wobei jeweils die Art
der Porenwasseriiberdruck-Ansatzfunktion und die Dicke dl des Rand -

elements maBgebend sind.

zusammenfassend 1d8t sich festhalten, daB durch die Einfiihrung des 86-Elements
und dessen Verwendung zusammen mit den 84-Elementen die Vorteile des 84- und
die des 88-Elements genutzt werden kdnnen, ohne gleichzeitig wesentliche Nach-
teile in Kauf nehmen zu miissen: Die Randstdrung fir Atl = 0 wird bei der ib-
lichen Elementgeometrie am belasteten Drainagerand reduziert und die Zeit-
schrittgrofe, von der ab die Randstérung verschwindet, entspricht der glinstige-
ren Schranke, die fiir 88-Elemente gilt. Durch die geringfiigige Erhdhung der Po-
renwasserdruck-Freiheitsgrade wird die Konditionierung der Systemmatrix nur un-

wesentlich verschlechtert, das Gleichungssystem wird fir At = 0 nicht singuldr.
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5. BEISFIELE

Die Erprobung und Verifizierung der bisher dargestellten Theorie soll anhand

einiger Beispiele erfolgen.

Im Mittelpunkt steht die Nachrechnung der von ULRICH (1980) auf Konstanzer See-
ton durchgefiihrten Lastplattenversuche, wobei je ein lastgesteuerter Versuch und

ein Versuch mit konstanter Vorschubgeschwindigkeit herangezogen werden sollen.

Zuvor sollen die erforderlichen Stoffparameter durch die Auswertung entsprechen-
der bodenmechanischer Standard-Laborversuche festgelegt werden. Daneben wird ein
Dreiaxialversuch nachgerechnet, und als ebenes Anwendungsbeispiel erfolgt die

Berechnung der Konsolidation unter einer Dammschiittung.

5.1 Bestimmung der Stoffparameter fiir den Konstanzer Seeton

Die Stoffparameter werden im Idealfall durch unabhdngige, rdumlich homogene Ver-
suche bestimmt. Es ist jedoch i.a. schwierig, und insbesondere beim gekoppelten
Konsolidationsproblem praktisch unmtglich, Versuche so durchzufiihren, daB die

einzelnen Einfliisse getrennt herausgefiltert werden kénnen.

Die Versuche zur Exrmittlung der fir die numerischen Berechnungen erforderlichen
EingangsgroBen sollen - im Hinblick auf einen praktischen Einsatz ~ einfach ge-
halten werden, d.h. daB die Bestimmung der Parameter mittels bodenmechanischer
Standardversuche méglich sein sollte. Andererseits ergibt sich:aus dex o.g. For-
derung, daB zumindest einige -verschiedenartige Teilversuche unabhiéngig vonein-
ander ausgefiihrt werden miissen, um die Stoffparameter geniigénd genaue zu bestime

men.

Im Fall des Konstanzer Seetons kann auf Kompressions- und Scherversuche von
THAMM (1974), SCHAD (1979) und ULRICH (1980) sowie auf Durchlissigkeitsversuche
von TRUMPFF (1980) zuriickgegriffen werden. Als Ergénzung dazu. ﬁ:den noch eini-

ge weitere Versuche im Dreiaxialgeriat durchgefiihrt.
5.1.1 Hypoelastisches Stoffgesetz

Das von SCHAD (1979) vorgeschlagene hypoelastische Stoffgesetz wurde im Rahmen

der vorliegenden Arbeit erweitert, siehe Abschnit 3.1. Aus diesem Grund, und
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weil das von Schad vorgeschlagene Vorgehen bei der Bestimmung der Stoffparameter
nicht als optimal angesehen wird, soll hier auf die Parameterermittlung etwas

ausfithrlicher und zundchst in allgemeiner Form eingegangen werden.

Fiir die Bestimmung der in Tafel 3.1,5.53, aufgefiihrten Parameter werden folgende

Versuche vorgeschlagen:

1. Kompressionsversuch:

Der Kompressionsversuch wird im Dreiaxialgerdt mit allseitig gleichem Druck
(Ui = Gé = dé = d&) gefahren. Die Bodenprobe wird dabei vollkommen drainiert.
Um den Porenwasserdruck im Innern vernachldassigbar klein zu halten, ist die Be-
lastung in kleinen Laststufen mit geniigend grofen Konsalidationszeiten aufzu-
bringen. Neben der Erstbelastungskurve muB eine Ent- und Wiederbelastungs-
schleife durchfahren werden. Die Bestimmung der Parameter Ko, oy und KUR
ist in Bild 5.1 schematisch dargestellt.

-’ A K(Gn)

&

Bild 5.1: Bestimmung der Parameter K
versuchen

0’

d K ] -
uK un UR aus Kompressions

2. Scherversuch:

Im Dreiaxialgeridt wird ein konsolidierter, undrainierter (CU-)Versuch standard-
mifig (63 = const) durchgefiihrt. Hierbei kdnnen auch Proben, die einer inkre-

mentellen Konsolidation gemdf Punkt 1 unterworfen waren, herangezogen werden.
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Wegen der Festlegung des Schubmoduls fiir Ent- und Wiederbelastung ist an min-
destens einer Probe eine entsprechende Belastungsschleife zu fahren. Die Auswer-
tung der MeBergebnisse ist in den Bildern 5.2, 5.3 und 5.4 schematisch darge-

stellt.

fl A . ~3 m.sctzu\uw

(eM=w}

Bild 5.2:

Bestimmung der Parameter
¢’, ¢' und M, anhand
der effektiven Spannungs-

wege eines CU-Versuchs v _ .

(M s. Anhang 5.1) \P'—trcsm(tu‘na)
c’'=bl/cos @
M= >3 tan )

Die Nachrechnung der Spannungs-Verformungslinie fiir verschiedene Exponenten n
(Bild 5.4) erfolgt gemdB Anhang 3.2, und zwar wire fir n + 1 die Losung mur
mittels numerischer Integration miglich. Auf diese etwas umfangreiche Bestimmung
des Exponenten kann im Fall, wenn bereits Erfahrungen mit dhnlichen Béden vor-
liegen, verzichtet werden. Es gentigt dann eine Schétzung (n = 1-2), der EinfluB

von n auf die Ergebnisse ist von nicht zu groBer Bedeutung.

Zu den Ent- und Wiederbelastungsmoduln ist zu bemerken, daB diese Werte nur be-
dingt reproduzierbar sind. Bei den entsprechenden Versuchsspuren sind némlich
die zu messenden VerformungsgrdBen im allgemeinen sehr klein. Es zeigt sich al-
lerdings, daB bei der vorliegenden Aufgabenstellung eine ungefihre Festlegung

durch die GréBenordnung dieser Ver formungsmoduln geniigt.
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Es ist auBerdem darauf zu achten, daB ;11e Ent- und Wiederbelastungsmoduln gréBer
gein missen als die Maximalwerte der entsprechenden Erstbelastungsmoduln. Es
kann sonst bei der numerischen Berechnung zu dem in Bild 5.5 schematisch darge-
stellten Effekt kommen, der physikalisch nicht zuldssig iat: Es wiirde in einer
Belastungsschleife Energie gewonnen. AnsatzgemdB sind die Modulm fiir Ent~ und
Wiederbelastung konstant, in Wirklichkeit trifft dies nur nﬁhe!ungsweisé in ei-

nem begrenzten Spannungsbereich zu.

Cio)
c
Bild 5.5: 1 /4“

Mogliche unzuldssige Belastungs—
schleife bei falscher Parameter-
wahl (Passivitdt!)

Zur Bestimmung der Parameter des hypoelastischen Stoffgesetzes fiir den Konstan-
zer Seeton wurden mehrere Dreiaxialversuch-Serien ausgewertet. In Anhang 5.2 ist
fir je einen Versuchstyp die Auswertung exemplarisch angegeben.

Als Eingangsparameter fiir die numerischen Berechnungen werden die fofgénﬂen Mit-

telwerte (s. Anhang 5.3) verwendet:

400 kN/m? , o = 15, KUR = 2500 kN/a? ;
@' =.23°, ¢' = 7 kN/o, Mo = 2000 kN/of ,

a, = 19, GU'R

= 3700 kN/w* , n = 1.

Die Versuchsergebnisse von THAMM (1974) ‘wurden hier nicht beriicksichtigt, da
diese Versuche iberwiegend an aufbereitetem Seeton duréhgefilhrt wurden. Befm
hypoelastischen Stoffgesetz gehen nimlich in die Parameter indirekt die lokalen

Lagerungsbedingungen wie Uberdeckung, Vorbelastung usw. ein.
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5.1.2 Elastoplastisches Stoffgesetz

Es kann auf die von THAMM (1974) fiir den Konstanzer Seeton bestimmten und von
SCHAD (1979) verwendeten Parameter zuriickgegriffen werden. Denn im Gegensatz zum
hypoelastischen Modell beschreibt das '"Cam-Clay-Modell" das Verformungsverhalten
einer bestimmten geologischen Formation, unabhdngig von der drtlichen Lagerungs-
dichte, und die fiir aufbereiteten Boden festgelegten Parameter gelten - theore-
tisch exakt - auch fiir den in der Natur anstehenden normal-konsolidierten Boden.
Durch die Einbeziehung der zusitzlich durchgefiilhrten Laborversuche an ungestdr-
ten Seetonproben (s.a. 5.1.1 bzw. Anhang 5) ergeben sich geringfiigige Anderungen
der Parameter. Fiir das von SCHAD (1979) vorgeschlagene Modell werden daher fol-

gende EingangsgroBfen fiir die numerischen Berechnungen festgelegt:

A =0,13, As = 0,04, e

c

1= 1,15 fiir Py = 1 kN/m?;

Megr = 1,07, ' = 21° (= Dilatanzwinkel ¢, da assoz. Fliefiregel angenommen) ,

e, = 0.4, e, = 1,0, v' = 0,15 (Querdehnungszahl im elastischen Bereich).

Zur Veranschaulichung dieser Parameter sind in Anhang 5.4 die wichtigsten gra-

fischen Darstellungen aus der genannten Arbeit abgedruckt.
5.1.3 Filtergesetz

Auch die Bestimmung des Durchlissigkeitskoeffizienten k des Darcyschen Filterge-
setzes erfolgt aus den eingangs genannten Griinden zweckmidBigerweise direkt im
Durchstromungsversuch. Es wird prinzipiell unterschieden zwischen Versuchen mit

konstanter und solchen mit fallender Druckhsdhe, siehe hierzu DIN 18130.

Daneben wird die Durchlassigkeit auch oft durch Auswertung des Zeitsetzungsver-
taufs im Oedometerversuch gewonnen. Bei dieser Methode ist der k-Wert nur indi-
rekt in Verbindung mit der Konsolidationstheorie bestimmbar, wodurch eine gegen-
seitige Beeinflussung mit den Parametern des Korngeriists gegeben ist (s.a. An-

fang Abschnitt 5.1).

Die Durchlassigkeit des Konstanzer Seetons wurde von TRUMPFF (1980) bestimmt.

Fiir eine mittlere Porenzahl von e = 1,0 ergibt sich danach ein Durchlédssigkeits-

wert von k = 5.1071% m/s.
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5.2 Nachrechnung eines Dreiaxialversuchs

Die zur Beschréibung des Scher- und Porenwasserdruckverhaltens mafgeblichen Bo-
denparameter wurden anhand von dreiaxialen CU-Versuchen bestimmt, s. Abschnitt
5.1. Diese Versuche wurden zur Kontrolle des abgeleiteten Algorithmus und dessen
Konvergenzverhaltens nachgerechnet. Da solche Berechnungen zwar notwendig sind,
physikalisch gesehen jedoch keine neuen Informationen liefern, sind sie hier

nicht dokumentiert.

Einen Dreiaxialversuch mit gegemiiber der o.g. Versuchsart gednderten Randbedin-
gungen stellt der sogenannte CD-Versuch dar. Die Bodenprobe wird nach der iso-
tropen Konsclidation bei offenem Porenwasserdrucksystem mit einer relativ gerin-

gen Geschwindigkeit abgeschert.

Ein am Konstanzer Seeton durchgefiihrter CD-Versuch mit einer Abschergeschwindig-
keit von 0,006 mm/min wird unter Verwendung der beiden beschriebenen nichtlinea~
ren Stoffgesetze mit den in Abschnitt 5.1
festgelegten Parametern nachgerechnet.
Die Seitenspannung betrigt o, = 50 kN/m® .
Das axfialsymmetrische Problem wird

unter Vernachlidssigung der End-

flichenreibung entsprechend Netz 1, R 2
Tafel 4.2, unter Beriicksichtigung der §~_+_ _QQJ;SO kN/m
in Abschnitt 4.6 gewonnenen Erkennt- = l
nisse diskretisiert, s. Bild 5.6. Die |
Belastung wird iiber vorgeschriebene | _—
Axialverschiebungsinkremente in 100 l 3 M

Zeitschritten aufgebracht.

In Bild 5.7 sind die Ergebnisse der Bild 5.6: Diskretisierung des
Nachrechnung dargestellt. CD-Versuchs

Neben der gekoppelten Analyse unter Berﬁcksichtigung der Drainage-Randbedingung
und der tatsichlichen Belastungsgeschwindigkeit werden die Sonderfille des ideal
drainierten, entkoppelten Falls (p = 0) und des undrainierten, ringsum geschlas-
senen Falls betrachtet. Diese Sonderfille sind innerhalb der hier angewandten

Theorie unabhingig von der tatsichlichen Belastungsgeschwindigkeit.
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Bei den nachgerechneten Spannungs-Verformungslinien, Bild 5.7 a, ist fiir beide
Stoffgesetze ein Unterschied zwischen den Kurven der realistischen gekoppelten
und der entkoppelten, der iblichen Interpretation des CD-Versuchs entsprechenden
Analyse (p S 0) festzustellen: Die Kurve der gekoppelten Berechnung mit offenem
System entspricht am Anfang derjenigen der zum Vergleich herangezogenen Berech-
nung des undrainierten Zustands: die Probe verhdlt sich wegen des noch nicht ab-
flieBenden Porenwassers steifer. Im weiteren Verlauf steigt die Kurve dann fla-
cher an und erreicht schlieflich die hohere Scherfestigkeit des berechneten

vollkommen drainierten Falls.

Die Ubereinstimmung zwischen Versuch und Nachrechnung ist beim hypoelastischen
Stoffgesetz (HE) gut; beim elastoplastischen Stoffgesetz (EP) ist nur im An-
fangsbereich eine Ubereinstimmung festzustellen. Eine eindeutige Grenzlast wird
hier nicht erreicht, vielmehr verfestigt sich das Material mit zunehmender Ver-
formung. ‘Die grofle Diskrepanz zwischen MeB- und Rechenergebnissen ist aller-
dings nicht durch die Extrapolation vom CU- auf den CD-Versuch, sonderr_\ in
erster Linie durch den Ansatz bedingt. Denn zur Beschreibung des Scherverfor-
mungsverhaltens zwischen hydrostatischem Spannungszustand und volumenkonsgtantem
FlieBen steht bei der Auswertung des CU-Versuchs fiir die Zwecke des elastopla-
stischen Stoffgesetzes als direkt zu bestimmender Parameter nur ¢y zur Ver-
fiigung. Dieser wird aber so festgelegt, daB eine optimale Ubereinstimmung bg-

ziiglich der Porenwasseriiberdriicke erzielt wird.

Ein weiterer indirekter EinfluB auf das Scherverformungsverhalten ist iiber das
Verfestigungsgesetz durch die Parameter Ac und ls gegeben. Durch Anpassung
dieser Parameter konnte eine bessere Ubereinstimmung erzielt werden, wobel je-
doch das Kompressionsverhalten unzutreffender oder widerspriichlich erfaBt wiirde.

Auf eine Parameteranpassung auf dieser Stufe ‘soll verzichtet werden.

In Bild 5.7 b ist die Porenwasseriiberdruckentwicklung in Probenmitte, wie. sie
sich bei der gekoppelten Analyse mit Randdréiﬁage ergibt, dargestellt. Damit
wird der zum Idealfall p = O unterschiedliche Verlauf der entsb;'ech'enden Last~
Verformungslinie in Bild 5.7 a weiter verdeutlicht. MeBergebnisse fiir den Poren-~
wasseriberdruck in Probenmitte liegen nicht vor. Der Anfangsanstieg des Poren-
wasseriiberdrucks entspricht etwa demjenigen des zum Vergleich dargestellten Son-

derfalls des undrainierten Systems (CU-Versuch).
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5.3 Nachrechnung der Lastplattenversuche von Ulrich

5.3.1 Numerische Voruntersuchungen

Nichtlineare Berechnungen des Lastplattenversuchs auf Konstanzer Seeton wurden
bereits von THAMM (1974) und SCHAD (1979) durchgefiihrt. Hierbei wurden aller-
dings nur reine Verschiebungsansdtze zur Analyse des undrainierten Anfangszu-

stands bzw. des drainierten Endzustands verwendet.

Fiir die gekoppelte Berechnung des Lastplattenproblems wurden daher einige Vor-

untersuchungen, zundchst bei linear-elastischem Bodénverhalten, durchgefiihrt.

Hinweise auf die raumliche und z.T. auch auf die zeitliche Diskretisierung von
shnlichen Problemen (schlaffe Streifen- oder Kreislast) finden sich u.a. bei
RUNESSON (1978), NISHIZAKLI et al. (1982), MATSUMATO/KO (1982) und ADACHI et al.
(1982). Die suBere Begrenzung des wegen der groBen Michtigkeit der Tonschicht
als unendlicher Halbraum zu behandelnden Gebiets erfolgt bei den einzelnen Auto-

ren unterschiedlich.

Nach den von GUSSMANN/SCHAD (1974) fir Verschiebungsansdtze angegebenen Krite-
rien sollten die huBeren Abmessungen des Elementnetzes bei einem Lastplattenra-

dius von R = 0,3 m wie folgt sein (sieche Bild 5.8):

Bild 5.8: i

AuBere Diskretisierung
des Lastplattenproblems B a

—T
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Die Tiefe T soll 24 » R = 7,20 m betragen, wenn der EinfluB auf die Setzung ver-
nachlissigbar klein sein soll, wihrend der EinfluB des unteren Randes auf die
Spannungen ab T = 12 - R = 3,60 m vernachléssigt werden kann. Dabei soll B/T > 2
gewdhlt werden. Die duBeren Abmessungen werden hier mit T = 4 m und B = 8 m

festgelegt.

Es zeigt sich, daB der EinfluB der ridumlichen Diskretisierung im undrainierten
Anfangszustand im allgemeinen am groBten ist. So betragen die Verschiebungs-Ab—
weichungen von der exakten Losung hier - je nach innerer Diskretisierung (s-ﬁ..)-
7 bis 9 %. Die Abweichung wird wesentlich geringer (1 - 2 %), wenn man die Er-
gebnisse der FEM-Losung einer geschlossenen Losung fiir die entsprechende
Schichtdicke gegeniil;erstellt.. Bei der letztgenannten Ldsung werden niherungs-
weise Differenzen der nach dem weiter unten angegebenen Verfahren berechneten

Verschiebungen gebildet.

Da bei der nichtlinearen Berechnung der Hauptanteil der Verschiebungen durch die
plastischen Verformungen im unmittelbaren EinfluBbereich der Lastplatte bestimmt

wird, ist der Fehler infolge der duBeren Begrenzung relativ klein.

Es ist zu bemerken, daB die Randabsténde nicht dadurch beliebig geidndert werden
konnen, daB die am Rand liegenden Elemente entsprechend verlangert werden, da
sonst zu ungiinstige Element-Seitenverhidltnise entstehen und aich dies in einer
nicht mehr vernachldssigbaren numerischen Ungenauigkeit bemerkbar macht. Auf die
Méglichkeit, in den Randbereichen entsprechend mehr Elemente anzuordren, soll
verzichtet werden, da dies unwirtschaftlich hohe Rechenzeiten ohne wesentliche
Genauigkeitssteigerung mit sich bringt.

Fir die innere Diskretisierung werden bei gleichen &uBeren Abmessungen drei ver-
schieden feine Elementnetze zugrunde gelegt, Netze 6 < 8, Bild 5.9. In den mei-
sten der genannten Verdffentlichungen werden Netze verwendet, die bezﬁgli.cﬁ der

Feinheit zwischen Netz & und Netz 7 liegen.

Die Aufteilung in Elemente wurde unter Beriicksichtigung der in Abschnitt 4.6 ge-
wonnenen Erkenntnisse und -~ im Hinblick auf den spdteren Vergleich zwischen
.Rechnung und Versuch -~ der Lage der Porenwasserdruck-Mefistellen bei den Versu-
chen vorgenommen. Dabei wurden am oberem Rand 86- und im Innern B4-Elemente an-

geordnet; die Lastplatte wurde durch 80-Elemente diskretisiert.
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NETZ6

37 Elemente
138 Knoten

332 Unbekannte

]

[

L ULl
T

NETZ 7
73 Elemente
256 Knoten
611 Unbekannte

-

NETZ 8

144 Elemente

483 Knoten

1146 Unbekannte

Bild 5.9: Riumliche Diskretisierung des Lastplattenproblems
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Der EinfluB der raumlichen Diskretisierung soll anhand der Porenwasseriiberdruck-
Verteilung fiir den Anfangszustand (t = 0) gezeigt werden. Die Porenwasserdruck-
Randbedingung am oberen Rand entspricht dabei derjenigen wdhrend der Konsolida-

tionsphase (p = 0 fir y = 0).

Die "exakte' Porenwasseriiberdruck-Verteilung erhélf'man fur v, = 0,5 (Quer-
dehnungszahl im undrainierten Zustand) unter Verwendung der L&sungen fiir Kreis-
ringlasten auf unendlichem Halbraum. Die numerische Integration fiir die starre
Platte erfolgt dabei nach GuBmann, siehe SMOLTCZYK/GUSSMANN (1981).

In Bild 5.10 sind die Porenwasseriiberdruck-Verteilungen fiir t = 0 in verschiede-
nen Schnitten dargestellt. Es zeigt sich, daB Netz 7 im allgemeinen fein genug
ist, um die Porenwasserdriicke geniigend genau zu repridsentieren. Es zeigt sich
aber auch, daB Storungen an den Unstetigkeitsstellen nicht zu vermeiden sind:
Zum einen tritt die fiir eindimensionale Fdlle bereits untersuchte Randstérung
ebenfalls auf, siehe insbesondere Bild 5.10 a, zum andern erhélt man in der Um-
gebung der Lastplattenkante (x = R, y = 0), an der nach der exakten Loésung ein
unendlich grofier Wert fiir p auftritt, Storungen. Diese Spannungspitze tritt um
so stidrker in Erscheinung, je feiner die Elementeinteilung um die Lastsplatten-
kante vorgenommen wird. Im Hinblick auf die nichtlineare Berechnung des Last-
plattenproblems ist zu bemerken, daB dort eine Konvergenz durchaus festgestellt
werden kann, da im Zuge der inkrementellen/iterativen Berechnung die in Wirk-

lichkeit auch nicht_auftretenden Spannungsspitzen umgelagert werden.

Die gegenseitige Beeinflussung der beiden Effekte zeigt Bild 5.11, wo fiir Netz §
die Fdlle "oberer Rand drainiert" und "oberer Rand undrainiert“'pinander gegen—

iibergestellt sind.

In Bild 5.12 wird fiir denselben Schnitt (x = R = 0,3 m) der-bei der Lastplatten-
berechnung sonst micht verwendete Fall mit nur 84-Elementen zum Vergleich heran-
gezogen. Es zeigt sich wiederum der Vorteil des 86-Elements, daB ohne wesentli-
che Erhéhung der Anzahl der Unbekannten der Verlauf des Porenwasserdrucks im

Randbereich besserAerfaBt werden kann.



- 106 -

1.0 /6, 11]
P/t

Bild 5.10: Lastplatte, linear-elastisch, t = 0
Porenwasseriiberdruck-Verteilung
a) Vertikalschnitt x = 0 (Lastplattenachse)
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analytische Ldsung
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Bild 5.10:

Lastplatte, linear-elastisch, t = 0

Porenwasseriiberdruck-Verteilung
b) Vertikalschnitt x = 0,3 m (x=R, Lastplattenkante)
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Bild 5.10: Lastplatte, linear-elastisch, t =
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oben offen

Bild 5.11: Lastplatte, linear-elastisch, t =0
Vergleich Drainage-Randbedingung oben offen/oben zu
Vertikalschnitt x = 0,3.m (x=R, Lastplattenkante)
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Bild 5.12: Lastplatte, linear-elastisch, t = 0
vergleich nur "84-Elemente” mit "86- und 84-Elemente”

Vertikalschnitt x = 0,3 m (x=R, Lastplattenkante)
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Im folgenden soll der EinfluB der zeitlichen Diskretisierung untersucht werden.
Dabei wird davon ausgegangen, daB die Belastung der Platte zum Zeitpunkt t = 0

plétzlich aufgebracht und iiber die Zeit konstant gehalten wird.

Es ist zweckmdfig, die ZeitschrittgrdBe dem Fortschritt der Konsolidation anzu-
passen, d.h. am Anfang' sehr kleine und dann zunehmend grdBere Zeitschritte zu
wihlen. Eine feste Regel fiir die Wahl der Zeitschritte gibt es nicht. Fiir die
praktische Berechnung von Problemen wie dem der Lastplatte hat sich das folgende

Vorgehen zur Festlegung der Zeitschrittgrofe als brauchbar erwiesen:

Der zeitliche Verlauf der Setzung (die als raumlicher Integralwert des Porenwas-
seriiberdrucks angesehen werden kann) wird zunidchst abgeschdtzt. Hierzu konnen
linearelastische Lésungen der eindimensionalen Konsolidationstheorie, der Dif-
fusionstheorie oder Ergebnisse ganz grober mumerischer Vorberechnungen herange-

zogen werden.

Es wird eine bestimmte Anzahl an Zeitschritten, n, vorgegeben. Die Zelitschritt-.
groBen werden festgelegt, indem die - abgeschédtzte Kurve fiir den zeitlichen Ver-
lauf des Verfestigungsgrades in n gleiche Inkremente des Verfestigungsgrades un-
terteilt wird. Die Zeitschrittinkremente konnen dann auf der Abszissenachse ab-.

gegriffen werden, siehe Bild 5.13.

Verfestigqngsgrad
U
Nihertingsl Gsung, Abschitzung
v —=——— —
-.) ___________
aY; !
b :
4 I
i : AU; :AU . -I—
) H n
2 :
P
0 : : =
0 at; Zeit t

Bild 5.13: Festlegung der Zeitschrittgrifen
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Der Verfestigungsgrad U ist definiert durch

w(t) - w(t=0)
w(t=) - w(t=0)

u= (5.1)

wobei w die Setzung der Lastplatte ist. Der erste Zeitschritt wird, wie bereits

erliutert, mit At = O berechnet.

Fir das Beispiel Lastplatte (Netz 8) zeigt Bild 5.14 den EinfluB der Zeit-
schritteinteilung auf den Setzungsverlauf. Zur Festlegung der Zeitschritte wurde
eine grobe (linear-elastische) Vorberechnung mit 5 Zeitschritten durchgefiihrt
(Zeitpunkte 1, 110, ... 10000 h). Der daraus sich ergebende Verlauf des Ver-
festigungsgrades U (Ausgleichskurve) wurde zur Bestimmung der Zeitschritte nach
dem oben beschriebenen Vorgehen zugrunde gelegt, und zwar fir Berechnungen mit
10, 20, 40 und 80 Zeitschritten. Auf ein iteratives Vorgehen, d.h. Verbesserung
der zur Festlegung der Zeitschritte notwendigen Ausgangskurve nach jeder Verfei-

nerung, kann dabei verzichtet werden.

Beim zeitlichen Verlauf der Setzung (Verfestigungsgrad) zeigt sich, daB bereits
ab etwa 20 Zeitschritten keine wesentliche Genauigkeitssteigerung mehr erreicht

werden kann.

U

ol 0
10 | o
‘ | Vorberechnung
n=% Ny ;
0'8_ // = ar"l
L/ 4 nx=20
0,6 yO: |
0,4
|
o
0.2
0 g— I T o
01 10 100 1000 10 000 f[h]
13/t -Mafistab ]

Bild 5.14: EinfluB der Zeitschritteinteilung auf den Zeitsetzungsverlauf
(Setzung normiert)
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Bild 5.15: EinfluB der Zeitscﬁritteinteilung auf die Porenwasseriiberdruck-
entwicklung an zwei ausgesuchten Punkten
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Der Verlauf des Porenwasseriiberdrucks an zwei signifikanten Punkten ist in Bild
5.15 dargestellt: Punkt 11 in Lastplattenachse in einer Tiefe ven 0,5 R
(= 0,15 m) und Punkt 144 direkt (0,0167 R = 0,005 m) unter der Lastplattenkante.
Hier zeigt sich, daB mit 20 Zeitschritten der Porenwasserdruck bei Punkt 11 mit
geniigender Genauigkeit approximiert werden kann, wdhrend an dem exponierten
Punkt 114 erst ab etwa 40 Zeitschritten die Oszillationen ein ertrdgliches MaB

unterschreiten.

Es kann also davon ausgegangen werden, daB fiir das vorliegende Problem etwa 20 -
40 nach der o.a. Methode festgelegte Zeitschritte genligen, je nachdem ob eime
Aussage iiber das globale oder das lokale Verhalten getroffen werden soll. Da mit
den Porenwasserdriicken auch die effektiven Spannungen oszillieren, sind bei ei-
ner nichtlinearen Berechnung die Zeitschritte so zu widhlen, daB lokal keine zu

groBen Storungen auftreten.

W, [mm]

A

30 Q.  (t=0) :
I« = _
‘\._Jfk;_’
20
10 —
| siehe hierzul
Bild 5.9
0 _’_/_/ =
kN
0 5 10 15 Q [Nl

Bild 5.16: Einfluf der inneren Diskretisierung bei der Berechnung des
Lastplattenversuchs, hypoelastisches Stoffgesetz (HE),
20 Lastschritte
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Die oben getroffenen Aussagen gelten fir linear-elastisches Stoffverhalten. Im
folgenden werden noch einige wichtige Ergebnisse der unter Verwendung des hypo--
elastischen Stoffgesetzes durchgefiihrten Voruntersuchungen darstellt. In die Be-
rechnungen gehen die in Abschmitt 5.1.1 festgelegten Stoffparameter ein. Als
weitere EingangsgriBe wird eine geologische Vorbelastung von 20 kN/m® und ein
rechnerischer Seitendruckbeiwert von l-sing' ® (0,6 vorgegeben. Die Art und die
Dauer der Vorbelastung spielt - wie im nidchsten Abschnitt noch gezeigt wird -

insbesondere beim elastoplastischen Stoffgesetz eine wesentliche Rolle.

Bild 5.16 zeigt den EinfluB der inneren Diskretisierung des Lastplattenproblems
auf die Last-Setzungskurve des undrainlerten Zustands. Es werden die drei be-
reits im linearen Fall verwendeten verschieden feinen Netzeinteilungen herange-

zogen, s. Bild 5.9.

Die Ergebnisse der Berechnung mit dem groben Netz (Netz 6) weichen im stark
nichtlinearen Bereich der Kurve von den mit Netz 7 und Netz 8 gerechmeten Last-
Verschiebungskurven erheblich ab. Wesentliche Abweichungen der beiden letztge-
nannten Kurven untereinander treten erst ab etwa Q = 13 kN mit zunehmender An-
niherung an die Traglast in Erscheimung. Bei der im kraftgesteuerten Versuch
aufgebrachten Last Q = 15 kN betrdgt der Unterschied in dean Setzungen 15 %.
Durch die Beriicksichtigung der tatsédchlichen Belastungsvorgeschichte bei der
Nachrechnung werden sich - nach einer noch durchzufiihrenden Parameteranpassung -

geringere Unterschiede in den Anfangsverschiebungen ergeben.

Da der Rechenaufwand bei Netz 8 das 2,5-fache desjenigen bei Netz 7 betrigt,
die Genauigkeitssteigerung in den Verschiebungen maximal 10 % betrigt, soll bei

der Nachrechnung der Lastplattenversuche Netz 7 verwendet werden.

Der Einfluf der Lastinkrementierung beim Aufbringen der Last Q = 15 kN zum Zeit-
punkt t = 0 ist in Bild 5.17 dargestellt. Uber der Anzahl der Lastschritte sind
die Sofortsetzung der Lastplatte v, und der auf Uo = Q/n®* normierte Poren-
wasseriiberdruck an einem ausgewdhlten Punkt aufgetragen. Eine eindeutige Konver-
genz ld8t sich, insbesondere beim Porenwasseriiberdruck, nicht feststellen. Eine

austeichende Genauigkeit kann ab 40. Zeitschritten erzielt werden.

Es ist anzumerken, daB die zwischen n = 80 und n = 100 auftretenden Diskrepanzen

im Laufe der Belastung erst ab etwa Q = 13 kN-in diesem MaBe auftreten.
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Bild 5.17: EinfluB der Lastinkrementierung auf die Sofortsetzung w, und
den Porenwasseriiberdruck im Punkt (R, -R/2)

5.3.2 Kraftgesteuerter Versuch

Fiir die Nachrechnung eines kraftgesteuerten Versuchs wird aus der Arbeit von
ULRICH (1980) der Versuch Nr. 7601 ausgewahlt, da bei diesem die hichste Last
iiber die volle Konsolidationsphase aufrecht erhalten wurde. Bei diesem Versuch
wurde mittels der elektronisch-hydraulischen Belastungseinrichtung innerhalb
weniger Millisekunden die Druckkraft von Q = 15 kN auf die Lastplatte aufge-
bracht und iiber die Zeit bis zum Ende der Konsolidation konstant gehalten. Daher
wird bei der Nachrechnung eine plotzlich eingeleitete Last simuliert, die im 40
Lastschritten mit At = O aufgebracht wird. Die daran anschliefende Konsolida-
tionsphase wird mit 32 Zeitschritten berechnet, deren GréBe unter Verwendung der

gemessenen Zeitsetzungskurve nach 5.3.1 (s. Bild 5.13) gewdhlt wird.

Dem eigentlichen Versuch gingen zwei kurzfristige Vorbelastungen der Platte vor-
aus. In der Rechnung wird dies durch einen separaten Vorlauf mit der hoheren der

beiden Vorbelastungen, Q = 11,5 kN, beriicksichtigt. Aus diesem Vorlauf werden
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die beim jeweiligen Stoffgesetz relevanten Parameter fiir die Belastungsvorge-
schichte - das sind Porenzahl und Spannungsmaxima - fiir die eigentliche Konsoli-
dationsberechnung gespeichert. Die Vorbelastung aus Bodeniiberdeckung wird eben-
falls beim Vorlauf beriicksichtigt. Beim Hauptlauf geht dann nur der Spannungszu-
stand infolge Eigengewichts (Auftriebswichte 9 kN/m', zugehdriger Ruhedruckbei--
wert 0,8) des unterhalb der Lastplattensohle anstehenden Bodens ein. Der EinfluB

der Stzhlverschalung kann vernachldssigt werden, s. SCHAD (1979).

Die Nachrechnung des Versuchs 7601 mit den in Abschnitt 5.1 anhand von unabhin-
gigen Laborversuchen bestimmten Stoffparametern ergibt die in Bild 5.18 darge-
stellten Ergebnisse: Die gerechneten Zeitsetzungs- und Porenwasseriiberdruck-Kur-
ven - als Beispiel p fiir Punkt x = 0, y = 0,05 - stimmen weder fiir das hypoela-
stische (HE) noch fiir das elastoplastische (EP) Stoffgesetz mit den gemessenen

Kurven iberein.

Wahrend die Absolutbetrige der Setzungen beim hypoelastischen Stoffgesetz erheb-
lich iberschitzt werden, liegen diese beim elastoplastischen Stoffgesetz nach
anfinglicher Ubereinstimmung (Sofortsetzung) wesentlich unter den MeSwerten. Das
Verhdltnis von Endsetzung zu Sofortsetzung wm/w0 ergibt sich bei der Nach-
rechnung zu 1.4 bzw. 1.6 gegeniiber dem aus den MeBwerten errechneten Quotienten
2,9.

Die Definition der gemessenen Sofortsetzung ist dabei nicht eindeutig. Nach
ULRICH (1980) wird die beim ersten MeBzyklus gemessene Setzung als Sofortsetzung
interpretiert, was eine gewisse Willkiir bedeutet. Verniinftiger ist es, diese
dort festzulegen, wo in der Zeitsetzungslinie ein Knick feststellbar ist. Die-
sem Punkt entspricht mit guter Niherung der Mefzyklus, bei dem die maximalen Po-
renwasseriiberdriicke gemessen werden. Beim Versuch 7601 ergibt sich die Sofort-

setzung zu v, = 10 mm.

Weiter ist bei der Nachrechnung festzustellen, daf sich die gerechneten Poren-
wasseriiberdriicke im Vergleich zu den gemessenen wesentlich langsamer abbauen und-

sich damit auch die Setzungen entsprechend verzdgert einstellen.

Die daraufhin durchgefilhrten Parametervariationen zeigen, daB die GrdBe der
Setzungen beim hypoelastischen Stoffgesetz im wesentlichen von der Kohidsion c¢'
abhingt. Beim elastoplastischen Stoffgesetz ergibt sich als mafBgeblicher Para-
meter die geologische Vorbelastung S, welche liber die Porenzahl die Lage der

AnfangsflieBfldache festlegt.
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Das zeitliche Abstrémen des Porenwassers und damit der Verlauf der Setzung wird
direkt durch den Durchlidssigkeitsbeiwert k gesteuert, ist aber auch indirekt
iber die volumetrischen Verformungen von den Parametern des Spannungs-Verzer-

rungsgesetzes abhidngig.

Daher wird als erster Schritt eine Parameteranpassung in der Weise durchgefiihrt,
daB die rechnerischen und die gemessenen E n d setzungen w_ in Ubereinstim-
mung gebracht werden. Bild 5.19 zeigt die Setzungen bei der Variation der Para-

meter c¢' und g, - Fiir die gemessene Endsetzung w_ = 28,5 mm ergeben sich
W W \
(mm] A

m-.—

60f —

a)

20 —_—

Wo,'Wu?\
[mm]mr__‘___ —— T — EP —E ‘ -

b) 55

20 G, [kN/m?]

Bild 5.19: Parameteranpassung lber die Endsetzung w
a) Kohdsion c' beim hypoelastischen Stoffgesetz = «:.

b) Vorbelastung a, beim elastoplastischen Stoffgeseté
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¢' = 9,6 kN/m (Laborversuche 7 + 3 kN/m?) und o, = 11,5 kN/m? . Beim hypo-
elastischen Stoffgesetz kann gleichzeitig eine {/bereinstimmung bei der Sofort-
setzung erzielt werden, wihrend beim elastoplastischen Modell der Anteil der

Sofortsetzung an der Gesamtverformung zu groB bleibt.

Eine daran anschlieBende Anpassung der Durchldssigkeit ergibt eine gute Uberein-
stimmung der zeitlichen Verldufe der Setzung und der Porenwasseriiberdriicke bei

-10 m/s, §.5.1.3). Diese kann di-

k = 5.107° m/s (gegeniiber urspriinglich 5.10
rekt durch entsprechende MaBstabidnderung bei der Zeitachse bestimmt werden, da
das Produkt aus ZeitschrittgréBe und Durchlissigkeit als Konstante in die Matri-
zengleichung (4.8) eingeht. Der genannte Durchlédssigkeitsbeiwert wird als ein
vom Spannungs-Verzerrungsgesetz unabhingiger Stoffparameter des Seetons angese-
hen, d.h. daB eine weitere, fiir die verschiedenen Stoffgesetze individuelle An-

passung nicht durchgefiihrt wird.

In Bild 5.20 sind die Ergebnisse der nach der Parameteranpassung durchgefiihrten
Berechnungen den Versuchsergebnissen gegeniibergestellt. Bei der Zeitsetzungsli-
nie, Bild 5.20 a, kann im Fall des hypoelastischen Stoffgesetzes eine gute {ber-
einstimmung festgestellt werden, wahrend sich beim elastoplastischen Gesetz im
Anfangsbereich zu groBe Setzungen ergeben. Die Porenwasseriiberdriicke, die in
Bild 5.20 b fiir 4 MeBstellen iiber der Zeit aufgetragen sind, weisen als lokale
GréBen erwartungsgemdB groBere Schwankungen auf. Die mit dem hypoelastischen
Stoffgesetz berechneten Driicke entsprechen entweder den MeBwerten oder liegen
dariiber, wihrend die mit dem elastoplastischen Modell berechneten Werte iiberwie~

gend unter den Versuchswerten liegen.

Die mit den iiber die Parametervariation meu festgelegten Eingangswerten erzielte
Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Versuch kann als zufriedenstellend, teil-
weise auch als gut bezeichnet werden. Es ist festzustellen, daB diese modifi-
zierten Parameter inmerhalb der durch ihre Bestimmungsmiglichkeit vorgegebenen

Schranken liegen.

Bei der im Laborversuch mit c¢' = 7 kN/m festgelegten Kohdsion betrédgt die
Streubreite + 3 KN/ . Auf den wesentlichen EinfluB der Kohdsion beim Last-

plattenproblem wurde bereits von SCHAD (1979) hingewiesen.

Der ebenfalls anhand von Laborversuchen (Durchlissigkeitsbestimmung mit fallen-

der Druckhohe) bestimmte Durchléssigkeitsbeiwert k muBte um eine Zehnerpotenz
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Bild 5.20: Nachrechnung des Lastplattenversuchs 7601 nach
Parameteranpassung
‘a) Zeitsetzungslinie

erhdht werden, um eine hinreichend gute Ubereinstimmung zu erreichen. Es ist be-
kannt, 'daB gerade der Durchlissigkeitsbeiwert nur sehr ungenau bestimmt werden
kann und Abweichungen dieser GréBenordnung iiblich sind. Allerdings ergibt sich
nach TRUMPFF (1980) - auch unter Beriicksichtigung der natiirlichen Schwankung der

Porenzahl in situ - eine kleinere Streubreite (ca. + 3.10 -10

m/s). Hier
kommt zusdtzlich eine systematische Abweichung ins Spiel, deren Ursache im An-
satz geésehen werden kann: Bei unterschiedlichen Druckgradienten zwischen Labor-
und Feldversuch kann die Abweichung vom Darcyschen Filtergesetz, s. hierzu

GABENER (1983) zum Tragen kommen.

Die GroBe der Vorbelastung I, des Seetons an den Stellen der Lastplattenver-
suche kann ebenfalls nur sehr ungenau angegeben werden. Einen gewissen Anhalt

liefert die von ULRICH (1980) angegebene Dicke der vorhandenen, iiberlagernden
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Sandschicht von 0,4 - 1,2 m, wobei nicht dokumentiert ist, welche Schichtmédch-
tigkeit beim einzelnen Versuch vorhanden war. Aufgrund der geologischen Situa-
tion ist eine friihere Uberlagerung in grdBerer Miachtigkeit nicht anzunehmen.

Die in Frage kommende Vorbelastung aus der Sandschicht betragt etwa 8 - 22 kN/n?,

Die bisher durchgefiihrten Nachrechnungen des kraftgesteuerten Lastplattenver-
suchs sollen im folgenden durch die Berechnung einiger Sonderfidlle ergdnzt wer-
den, um einmal den Unterschied "gekoppelt - entkoppelt”, zum anderen den Einflu@

der Nichtlinearitdt zu zeigen.

Als erster Sonderfall wird eine linear elastische Berechnung fir den Versuch
7601 betrachtet. Der als Eingangsparameter notwendige Elastizitidtsmodul wird
hierbei auch so gewidhlt, daB die rechnerische Endsetzung w_ mit dem gemessenen
Wert ibereinstimmt, gleichzeitig wird die Querdehnungszahl mit v = 0,35 festge-
legt. Beide Parameter beziehen sich auf das Korngeriist (effektive Spannungen).
Eine labormiBige Bestimmung des E-Moduls scheidet von vormherein aus, da dieser
keine Konstante ist und je nach Versuchsrandbedingung und zu durchfahrendem
Spannungsbereich willkirlich festgelegt werden kénnte. Der E-Modul ergibt sich
aufgrund der o.g. Bedingung in Verbindung mit der bisher zugrunde gelegten FE-
Diskretisiertung zu E = 689 kN/m*.. Die mit diesen beiden Verformungsmoduln und
mit k = 5-10-9 m/s errechneten Kurven sind in Bild 5.20 bereits mit eingetra-

gen (LE).

Unter den nachgerechneten Zeitsetzungslinien ist die Kurve fiir linear-elasti-
sches Verhalten diejenige mit der groBten Diskrepanz zu den MeBwerten. Das Ver-
hdaltnis w_ / LS ist hierbei am kleinsten und damit am unzutreffendsten. Die
Porenwasseriiberdriicke werden-auBer bei Punkt (0.20 m / -0.10 m) -~ z.T. erheblich

unterschatzt.

Als weitere Sonderfidlle werden mit den drei verschiedenen Stoffgesetzen entkop~
pelte Analysen (p = o) durchgefiihrt. Bei den beiden nichtlinearen Stoffgesetzen
ergeben sich unter der Belastung Q = 15 kN im Vergleich zur Endsetzung W o=
28,5 mm geringere Setzungen. Besonders deutlich tritt der Unterschied beim hypo-
elastischen Stoffgesetz in Erscheinung. Dies hdngt damit zusammen, daB wihrend
der undrainierten Belastung und der anschlieBenden Konsolidation bei der gekop-
pelten Analyse - bedingt durch die Porenwasseriiberdriicke Spannungswege durchlau-

fen werden, die grofere bleibende Verformungen zur Folge haben.
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Bei der Berechnung mit linear elastischem Stoffverhalten ergibt sich im entkop-
pelten Fall dieselbe Setzung wie diejenige nach Abschluf der Konsolidation im
gekoppelten Fall. Denn das Stoffgesetz besitzt ein elastisches Potential, und

die Verformungen sind daher unabhingig vom Spannungsweg.

In Bild 5.21 sind die Ergebnisse der einzelnen Berechnungen in Form von Last-
Setzungslinien dargestellt. Die Konsolidationssetzungen fiir t > O erscheinen da-

bei als vertikale Geradenstiicke bei Q = 15 kN.

15 Last Q. (kN]
J [—

AN
NN %

NN\
\. ! ..\\ \ | vw=79mm
N \ .\\ EP \g‘gkoppelf )
. \ \-\ enfk. = — wy=10,4mm
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\ .\\_\\ N

15 hN N, \\
\. \ \.\\. N- wo=17,3mm

NN
204— N LEA———
entkoppel\ \gek. \
l \ \ '\—w°=22,2mm
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izs ' N N
o . \_ k) w=274mm
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i ” | = —Cﬂ
3 30 | |

Bild 5.21: Last-Setzungsdiagramm fiir kraftgesteuerten Lastplatten-
versuch 7601 bei verschiedenen Modellen
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In Tafel 5.1 sind die einzelnen Setzungsbetrige sowie das Verhdltnis von End-

setzungen zu Sofortsetzung aufgelistet.

Lastplattenversuch 7601 . kraftgesteuert; Q = 15 kN = const
|
Stoffgesetz W, W, W Berechnung
Yo
[m] [rom ] {11
LE 22,2 28,5 1.28 gekoppelt
HE 10,4 28,5 2,75 °
EP 17,3 28,5 1,65 .
LE | 28,5 - entkoppelt
HE 7.9 | - "
EP 27.4 - "
5,7 28,5 5,0 erster MeBwert
Versuch 7601 }— — —f —— | | .
i=10.0 28,5 2.85 ~ max p

Tafel 5.1: Zusammenstellung der Sofort- und Endsetzungen

Zur weiteren Verdeutlichung des Unterschieds zwischen gekoppelter und entkoppel-
ter, ideal drainierter Berechnung einerseits und zwischen den verschiedenen
Stoffgesetzen andererseits sind filir die einzelnen Fille Spannungswege in Bild
5.22 aufgetragen, und zwar fir jeweils einen Punkt nahe der Lastplattenachse im
"Rompressionsbereich” (x = 0,07 m, y = -0,15 m) und einen Punkt unterhalb der

Lastplattenkante im "Scherbereich" (x = 0,325 m, y = -0,15 m).
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5.3.3 Verschiebungsgesteuerter Versuch

Fiir die Nachrechnung eines verschiebungsgesteuerten Versuchs wird der Versuch
7605 von ULRICH (1980) herangezogen. Statt der beim kraftgesteuerten Versuch
aufgebrachten konstanten Kraft wird eine konstante Vorschubgeschwindigkeit von
w = 0,226 mm/min vorgegeben, wobei neben der Stempelkraft wiederum die Poren-
wasseriiberdriicke an verschiedenen Stellen gemessen werden. Dem eigentlichen
Versuch ging eine relativ kleine Vorbelastung voraus (0,5 kN "Anlegelast"),

die in der Berechnung unberiicksichtigt bleibt.

Fiir die Nachrechnung werden die angepaBten Parameter des Abschnitts 5.3.2 als
Eingangsgrofen benutzt. In der numerischen Berechnung wird die mitdiskretisierte
Lastplatte iiber vorgeschriebene Verschiebungsinkremente belastet, wobei am An-
fang 10 Verschiebungsinkremente zu je 0,113 mm in 1/2-min-Schritten aufgebracht
werden, daran anschliefend wird in 60 Schritten mit den 10-fachen GréBen gerech-

net.

In Bild 5.23 sind die Ergebnisse der Nachrechnungen den Versuchsergebnissen ge-
geniibergestellt. Beim hypoelastischen Stoffgesetz stimmen die Anfangsbereiche
des zeitlichen Verlaufs der Last und der Porenwasseriberdriicke gut iberein. Im
weiteren Verlauf, ab etwa o, = 50 kN/m? , liegt die gerechnete Zeit-Belastungs-
kurve um bis zu 20 % iiber der gemessenen. Beim zeitlichen Verlauf des Porenwas-
seriiberdrucks gibt es bei den relativ randnahen Aufpunkten mit zunehmender Zeit
eine Unterschitzung der gemessenen Driicke. Bei dem 15 cm tief gelegenen Punkt
stimmen beziiglich des Porenwasseriiberdrucks Rechnung und Messung im ganzen Zeit-

intervall sehr gut {iberein.

Beim elastoplastischen Stoffgesetz ergibt sich lediglich in den sogenannten Po-
renwasserdruck-Plateauwerten der 5 cm tiefen Punkte eine Ubereinstimmung. Bei
der Berechnung mit dem linear-elastischen Stoffgesetz werden die gleichen Para-
meter wie unter 5.3.2 eingegeben. Die sich daraus ergebenden Kurvenverlaufe kén-

nen durchweg als nicht zutreffend bezeichnet werden.
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Es erhebt sich nun die Frage, inwieweit die Krimmung der Zeit-Belastungskurve
mit dem Abstrémen des Porenwassers zusammenhingt. Wie ULRICH (1980) bereits
zeigt, kann mit Hilfe der Konsolidationstheorie unter Zugrundelegung eines
linear-elastischen Korngeriistes diese typische Kurve nicht nachvollzogen werden.
Erst mit Einfilhrung eines linear viskoelastischen Modells gelingt dort die An-
passung der gerechneten Kurven an die MeBergebnisse, wobei allerdings festge-
stellt werden muBl, daB die zugehdrigen Stoffparameter nicht mit denjenigen aus

dem kraftgesteuerten Versuch ibereinstimmen.

In Bild 5.24 ist die Abhidngigkeit der Lastsetzungskurven von der Durchlissigkeit
beim hypoelastischen Stoffgesetz dargestellt. Es sind zwei Tendenzen erkennbar:
Zum einen kann bei einer groBeren Durchlédssigkeit das Porenwasser schneller ab-
flieBen, und das Korngeriist kann sich damit schneller verformen, das System
wirkt insbesondere im Anfangsbereich etwas weicher. Zum anderen kénnen bei klei-
ner werdender Durchlédssigkeit durch das aufstauende Porenwasser hdhere Driicke

\stehen, die rasch zu groBen Scherverformungen und weiter zum Bruch fithren

.onnen.

Bei den hier eingesetzten Stoffgesetzen zeigt sich nur im Fall des hypoelasti-
schen Stoffgesetzes der letztgenannte Anteil deutlich. Der indirekte EinfluB der
Durchlissigkeit auf das Last-Verformungsverhalten ist auch bei der relativ gro-

Ben Schwankungsbreite (ca. 1 Zehnerpotenz) dieser GréBe von untergeordneter Be-

deutung.
0 5 10 15 20
04 ! o
— ~. Last (3 [kN]
AN

124
k=5108mss
18 w0 -
Setzung (o Seung, 5107
Vw (mm] 510-9

Bild 5.24: Variation des Durchldssigkeitsbeiwerts
(k = 5+10° m/s aus dem kraftgesteuerten Versuch bestimmt)
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5.4 Berechnung einer Dammschiittung

Als Anwendungsbeispiel fiir den ebenen Verzerrungs- und Stromungszustand soll im
folgenden eine Dammschiittung auf bindigem Boden untersucht werden. Das Beispiel

ist fiktiv, es sollen keine Vergleiche mit MeBdaten erfolgen.

Da sich von den beiden vorgeschlagenen nichtlinearen Stoffgesetzen das hypoela-
stische Modell bei den bisherigen Anwendungen als das zutreffendere erwiesen

hat, soll nur dieses hier eingesetzt werden.

Folgende Idealisierung des Problems wird vorgegeben:

Der Damm soll auf einer 15 m dicken Tonschicht geschiittet werden, die von einem
durchlissigen Material wunterlagert wird, die Damm-Unterseite ist ebenfalls
durchlissig. Der Ton soll die Stoffeigenschaften des Konstanzer Seetons haben,
wie sie sich nach der Parameteranpassung in Abschnitt 5.3.2 ergeben haben. Die
Auflast q = 100 kN/m® aus der Dammschiittung wirkt ohne Eigensteifigkeit in sym-
metrischer Trapezform an der Geléndeoberkante. Der Damm soll in zwei gleich ho-
hen Lagen geschiittet werden, wobei die Lastaufbringung affin zur Endlast er-

folgt.

Die Diskretisierung des Gebiets geht aus Bild 5.25 hervor. Die Netzeinteilung
entspricht dem feinen Netz 8, Abschnitt 5.3.1. Die Last wird in 2 mal 10 Last-
schritten aufgebracht, die Konsolidationszeiten werden in 10 und 18 Zeitschrit-
te eingeteilt. Eine Schiittung soll in 5 Tagen erfolgen, zwischen den beiden
Schiittungen ist eine Wartezeit von 90 Tagen vorgesehen. Eine Vorbelastung ist

nicht zu beriicksichtigen.

Die Berechnung ergibt den in Bild 5.26 dargestellten Zeit-Setzungsverlauf. Die

Endsetzung von 88 cm ist danach in ca. 1000 Tagen zu 90 % erreicht.

Bei einer konventionellen Setzungsberechnung ergibt sich unter Verwendung des
von TRUMPFF (1980) im Oedometerversuch bestimmten Steifemoduls von Es =
1,9 MN/n? (Mittelwert fiir den Spannungsbereich 50 - 150 kN/u® ) nach OSTERBERG
(1957), zit. von SMOLTCZYK (1983), ein w_ = 66 cm.

Der Unterschied zwischen den numerisch berechneten und den konventionell ermit-
telten Setzungswerten zeigt deutlich, daB die Scherverformungen einen nicht zu

vernachlissigenden Anteil an der Setzung ausmachen. Noch deutlicher wird dies,
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6 . SCHLUSSBETRACHTUNG

Es wird untersucht, inwieweit durch die Verwendung nichtlinearer Stoffgesetze
bei der Berechnung mehrdimensionaler Konsolidationsprobleme zutreffendere Vor—
hersagen fiir das Verhalten bindiger, voll wassergesdttigter Boden mdglich sind.
Die dazu verwendete Konsolidationstheorie wird kurz dargestellt. Die Theorie
weicht von der klassischen Biotschen Theorie in den nichtlinearen Spannungs-Ver-

zerrungsbeziehungen ab.

Bei den Stoffgesetzen wird auf zwei nicht-viskose Formuliefungen, ein einfaches
hypoelastisches (G/K-Modell) und ein elastoplastisches Gesetz (Kappenmodell)
zuriickgegriffen. Es zeigt sich, daB beim hypoelastischen Stoffgesetz Modifika-
tionen im Hinblick auf eine wirklichkeitsgetreue Wiedergabe der Porenwasser-

iberdriicke - bereits schon bei einfachen Laborversuchen - notwendig sind.

Die Stoffgesetze werden in die entsprechenden Grundgleichungen der Konsolida-
tionstheorie eingearbeitet, wobei im Himblick auf die numerische Berechnung die
Gleichungen mit Hilfe von Arbeitsprinzipen in integraler Form angeschrieben wer-
den. Das numerische Ldsungsverfahren sieht eine FEM-Disgkretisierung im Raum und

ein einfaches Differenzenschema in der Zeit vor.

Etwas breiteren Raum wird dem hypoelastischen Stoffgesetz gegeben, da dieses
modifiziert wird. Insbesondere die Beriicksichtigung der Dilatanz in der vorge—
schlagenen Weise erscheint wichtig, um nicht schon bei einfachen Laborversuchen
Widerspriiche beziiglich der Porenwasserdruckverteilung bei der Kopplung des lami-
naren Stromungsvorgangs und des Spannungs~Verformungsproblems zu erhalten. Es
kann gezeigt werden, daB die Beriicksichtigung der Dilatanz in der vorgeschlage-
nen Weise als Sonderfall den klassischen Skempton-Ansatz - der allerdings in der

urspringlichen Form sich auf totale Spannungen bezieht - enthdlt.

Bei der Bestimmung der Parameter wird moglichst so vorgegangen, daB standardi-
sierte Laborversuche und deren gingige Auswertungen mit hérangezégen werden

konnen.

In Zusammenhang mit der numerischen Berechnung auftretende Probleme wie Rand-
storungen und eine schlechte Konditionierung des Gleichungssystems beim gekop-
pelten Problem werden etwas ausfiihrlicher behandelt. Es wird hierbei ein spe-

zielles Element fiir Rénder mit freier Drainagembglichkeit entwickelt.



- 138 -

Im Mittelpunkt bei der Nachrechnung von Versuchen stehen die auf Konstanzer See-
ton kraft- und verschiebungsgesteuert durchgefiihrten Lastplattendruckversuche.

Die notwendigen Bodenparameter werden zuvor in Laborversuchen unabhidngig ermit-
telt. Auf die Bestimmung der Parameter des modifizierten hypoelastischen Stoff-

gesetzes wird hierbei etwas ausfiihrlicher eingegangen.

Bei der Nachrechnung eines CD-Dreiaxialversuchs (die Parameter werden zuvor an-
hand von CU-Versuchen bestimmt) zeigt sich, daB mit dem hypoelastischen Stoffge-
setz eine gute Ubereinstimmung erzielt werden kann, daf aber beim elastoplasti-
schen Modell bereits auf dieser Stufe ansatzbedingte Schwierigkeiten auftreten.
Vor der Nachrechnung der Lastplattenversuche werden einige numerische Untersu-
chungen durchgefiihrt. Daran anschlieBend wird der kraftgesteuerte Versuch unter
Verwendung der im Labor unabhéngig bestimmten Parameter nachgerechnet. was zu

erheblichen Diskrepanzen zwischen Rechnung und Versuch fiihrt.

Eine daraufhin vorgenommene Parametervariatiom zeigt eine starke Abhangigkeit
von den relativ ungenau zu bestimmenden Parametern c' bzw. o, und k. Eine An-
passung dieser Grdfen innerhalb ihrer Streubreite liefert eine z.T. gute Uber-
einstimmung. Mit den angepaBten Stoffparametern kann dann auch bei der Nachrech-
nung des verschiebungsgesteuerten Versuchs zumindest teilweise eine zufrieden-
stellende Ubereinstimmung erzielt werden. Das modifizierte hypoelastische Stoff-

gesetz stellt sich dabei als das brauchbarere heraus.

AbschlieBend wird fiir die Praxisanwendung die Konsolidation unter einem Damm als

ebenes Beispiel bei Verwendung der verbesserten Parameter des Seetons berechnet.

Sowohl hier als auch beim Lastplattenversuch zeigen sich einige fir die prak-
tische Berechnung interessante Aspekte. Der Vergleich bei den lastkonstanten
Versuchen zwischen gekoppelter (Konsolidations-)Analyse und der entkoppelten
(ideal drainierten) zeigt, daB die Endsetzung sehr stark abhdngig sein kann vom
durchfahrenen Spannungsweg und damit vom Porenwasseriiberdruck. Es geniigt also
auf keinen Fall. nur eine “statische" Berechnung durchzufilhren. selbst wenn nur

die Frage nach den Endsetzungen gestellt ist.

GleichermaBen empfiehlt es sich nicht. fir den Anfangszustand (t = 0) eine ge-
sonderte Analyse durchzufifhren, die u.U. nicht mit einer daran anschlieBenden

Berechnung konsistent ist.

Eine numerische Berechnung im aufgezeigten Rahmen wird immer ein gewisser Auf-

wand sein, den man im Grundbau nur bei groBeren und schwierigeren Objekten be-
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wenn man beim Schiitten des Dammes keine Zwischenpause vorsieht. Umgekehrt re-
duziert sich die Gesamtsetzung, wenn die Zwischenpause auf 1/2 Jahr verdoppelt

wird.

In Bild 5.27 und 5.28 sind die Ergebnisse in einem Last- und einem Zeitsetzungs-
Diagramm zusammengestellt. In Bild 5.27 mit enthalten sind die Ergebnisse einer
linear-elastischen Berechnung, deren E-Modul, wie in Abschnitt 5.3.2, anhand der
Endsetzung des eingangs beschriebenen Falls festgelegt wird (v = 0,35). Um die-
selbe Endsetzung zu erzielen, miifte der E-Modul beim vorliégenden Randwertprob-
lem mit E = 1,29 MN/m®* in die Rechnung eingehen. Wegen der Unterschiede in den
Randbedingungen und im Spannungsniveau 1d8t sich dieser nicht vergleichen mit
dem durch Riickrechnung aus dem kraftgesteuerten Versuch (vgl. 5.3.2) ermittelten

Wert von 0,69 MN/m®.

In Bild 5.27 ebenfalls eingetragen sind die Ergebnisse einer undrainierten Be-
rechnung (t = 0) mit einer Belastung q > 100 kN/m® . Anhand der ateil abfallenden
Last-Setzungskurve ldRt sich eine Bruchlast von 115 kN/m* feststellen. Wenn man’
diese mit CONSOL berechnete Bruchlast mittels der Grundbruchformel umrechnet in
eine entsprechende undrainierte Scherfestigkeit cy dann erhdlt man

¢ = == kN/m* = 22,4 kN/m*.

Dabei ist zwar der trapezformige Verlauf der Dammauflast in der Grundbruchformel
nicht berticksichtigt, spielt aber fiir eine Priifung der GrdBenordnung von .

keine Rolle.

c,-Werte in dieser Grofenordnung (25 - 30 kN/m®) wurden mit der Fliigelsonde im
Konstanzer Seeton gemessen. Der von ULRICH (1980) angegebene, anhand eines UU-
Versuchs bestimmte Wert erscheint mit €, = 5,8 kN/m* dagegen sehr niedrig. Von
THAMM (1974) werden fiir einen #hnlichen, aber insgesamt weicheren Seeton ey
Werte zwischen 8 und 12 kN/m® angegeben. (Es ist anzumerken, daB die undrai-
nierte Scherfestigkeit <. hier nur zu Vergleichszwecken fiir den Anfangszu-
stand herangezogen wird, sie geht aber keineswegs in die numerische Berechnung

ein!)

In Bild 5.27 sind auBerdem noch die Ergebnise von entkoppelten Berechnungen
(hypoelastisches und linear-elastisches Stoffgesetz) eingetragen. Beim hypo-

elastischen Stoffgesetz zeigt sich wiederum (vgl. 5.3.2), daB wegen der Span-
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nungswegabhingigkeit die Berechnung unter Einbeziehung der Porenwasseriiberdriicke
eine wesentlich grofere Endsetzung liefert als der idealisierte entkoppelte
Fall.

Weiter ist noch anzumerken, daB der Anteil der Sofortsetzung an der Gesamt-
setzung - wie beim Lastplattenproblem - bei linearem Stoffverhalten wesentlich

hoher ist als bei Verwendung der hypoelastischen Spannungs-Verzerrungsbeziehung.
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treiben wird. Wenn man aber einen solchen Aufwand in Kauf nimmt, sollte man bei
Grindungen auf wassergesittigten bindigen Bdden mit der hier vorgeschlagenen
Methode arbeiten, denn man erhilt somit eine in sich geschlossene, widerspruchs~
freie Aussage iiber Anfangszustand, Konsolidation und Endzustand und hat gefs.
durch den Wegfall einer getrennten Betrachtung von t = o0 und t =w weniger Aufbe-

reitungskosten.

Die Aussagekraft der aufgezeigten Methode hdngt sehr stark ab von der Genauig-
keit, mit der die Parameter vorausbestimmt werden. Dsher empfiehlt es sich, vor
oder/und wihrend der Bauausfiihrung - insbesondere, wenn erste MeBergebnisse
vorliegen - Parametervariationen durchzufithren. Das praktische Vorgehen ist in

Tafel 6.1 schematisch dargestellt.

Die Berechnung der Traglast ist nicht Hauptgegenstand der vorliegenden Untersu-
chungen.Es soll aber erwihnt werden, daB das hier verwendete einfache Itera-
tionsverfahren nicht gut dazu geeignet ist, um Traglasten genau zu bestimmen.
Weiter muB, zumindest bereichsweise, die geometrische Nichtlinearitit in Be-

tracht gezogen werden.

Die Nachrechnungen haben nur in einigen wenigen Fillen gute Anhaltspunkte iiber
die Grenztragfihigkeit geliefert. Gerade das elastoplastische Stoffgesetz hat in
den meisten Fillen keine eindeutige oder gar keine Grenzlast geliefert. Dies
kann am Iterationverfahren, am unzureichenden Verfestigungsgesetz oder an der

Kombination der beiden Einfliisse liegen.

Die "Variable Modul-Modelle" finden in der Grundbaupraxis breite Anwendung. Wenn
eine nichtlineare Berechnung mit einem entsprechenden Programm durchgefiihrt wer-
den soll, ist es kein allzu grofler Aufwand, die Dilatanz in der gezeigten Weise
oder &dhnlich mit einzubauen, denn bei gekoppelten Ansdtzen, aber auch bei rein

statischen Problemen mit grofen kinematischen Zwidngen, kann die Berlicksichtigung

der Dilatanz von Bedeutung sein.

Beim Vergleich mit der von Ulrich entwickelten Losung fiir das Lastplattenproblem
fdllt auf, daB im Rahmen seiner Parameter-Riickrechmmg eine um mindestens noch-
mal eine Zehnerpotenz groBere Durchlissigkeit notwendig war als im vorliegenden
Fall nach der Anpassung. Die so bestimmte Durchlassigkeit hdngt direkt von den

idbrigen Parametern ab und ist nicht unabhéngig von der Theorie bestimmbar.

Die von Ulrich primir angestrebten Effekte, die Ubereinstimmung des Verhiltnis-

ses von End- zu Sofortsetzung und die Reproduzierbarkeit der nichtlinearen
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Tafel 6.1: Schematischer Ablaufplan fir eine Konsolidationsberechnung mit

Parametervariation auf verschiedenen Stufen

S, (t)-Funktion beim verschiebungsgesteuerten Versuch, konnen mit dem vorlie-
genden Verfahren jetzt erreicht werden,

wertprobleme unterschiedliche Parametersitze in die Berechnung eingeben zu

missen.

ohne fiir die beiden verschiedenen Rand-
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Anhang zu 3

3.1 Abhingigkeit des Schubmoduls von der Spannung nach SCHAD (1979)

G =G -0 (5 +6) =B (8-8) (3-1)%
s = O [ Sin ¢! (3:1)"
. dq2)r
Gy = 2¢ s’ B (3-12)
(3.11) und (3.12) in (3.1) eingesetzt:
- ’ . alc) ! y - ﬁt‘g
G =2c' sy’ Ty ~- & (c;'+§°) Sing! (@,-5;)
=A(G [Zc’w-/('p' —(6,,'463') - ‘;:_-5" (G,-Ea)J :
Mit
S = Gr '6_3

~6,'+ G )dinp '’ + 2’ costp’
ergibt sich

’ ’ A ’ ) e e’ o8 ’
G=D<&[2c‘a:¢7a' —(5;1‘55/1‘5-:}:?,‘ (6; 463)5:»1? -5 ____J'—z';' ]

= %[{4-5) 2e'wtp! + (S-1) (6 +6) ]

. ’

-6, -6,
=20, (1-8) (c'wtp’+ —5 )

oder

G =20, (1-S)(E'=5")

-
mit EI=C'Co*cf’ und S’ = E—Z—EL

(A(G eignet sich gegeniber G0 besser als dritter unabhénger Stoffparameter,

da far c' =0 G0 = 0 und die Gleichung dann unbestimmt wird.]}

* Numerierung nach SCHAD (1979)



3.2 Nachrechnung eines- CU - Versuchs

|5

e—-
r/ Er
Spannungszustand:
’
-G, © o . —G;-f-/: o] o —6; O'
G = o -5 © ; g = o —B;+f o |7 g -5, ©
~ o 0 -§ o o G/ lo 08
_ Ga + 26, ! Ga +26- _ _ 6""‘267’
Gm - 3 / G';' 3 +P = Om +/° - 3
-2 o © rD
g? - ©a-Sr . o 414 o = f’:
~ 3 (=] o 1
12
lows = (-9 )
Verzerrungszustand:
'éa Pa) o}
€ = o - 0 &, =& -2¢&,
(] o ‘Er
-2 o O
E-D = éQ'é‘r- Ie) 9 o
~ 3 o o 1

Fiar das Stoffgesetz werden auch die Geschwindigkeiten dieser Gréfien
bendtigt. Diese erh&lt man hier durch Ersetzen der Komponenten durch
deren Geschwindigkeiten (alle Ausdriicke sind linear in den Spannungs-

bzw.Verzerrungskomponenten), z.B.:

Gy Slmm) — T, -2 (6-5)



Zwischen den Geschwindigkeiten des Spannungs-und des Verzerrungs-

deviators gilt:

26159 SL o —E(GanS) S (6780
” o = N . .
é("/- —\%’ (Eq _'E,.) % (Eq _é_r}
_ Ba -5
é« &,

Beim Standard-CU-Versuch ist

£, = -&4 -2& =©°

und (D;,. =0

Damit ergibt sich

G (&) = —Se
3 £

Fiir den Schubmodul gilt der Ansatz:

‘ — — =f _
Glg') =2, (1-S) (&'-s’)
Durch Gleichsetzen folgt:

G = 6ot (1-S) (e'-s7) &
Aus Gleichung (3.13) folgt fur ('.;‘,= 0:
- 1 1z K .
p-(3+5 —£/)6
-4

M
Die Geschwindigkeiten der effektiven Spannungen sind somit:
L . z _ @ Kue .
G = Gq—p (3 -5 Mo ) %a
=/ — p-p5 = -1 f2 Kae
S =0-p = /3 3 M, ) &
Daraus folgt:
s -/ .
S/__%'e;- =,(1_ZVZ /Cue) =
- 2 3 3 Mo 2
[ Ba=® . S
2 Z



Die Gleichungen werden numerisch integriert, daher Ubergang zur

inkrementellen Darstellung.

Es ergibt sich folgendes Schema fiir den Rechenablauf (Programmierung

auf Tischrechner):

Ausgangszustand

£q=

S - =

(€'-8) sinp’

v

Aﬁq :50(5 (4-5)’,(5,‘5')A£q

(&g, wird vorgegeben)

L
) 1 2/ | K
as’=- (3 -5 52 aq
-, oGy
a+d - <
1T Ke
ap =(3* %" H,)Aé:'

ES




3.3 Stoffmatrix fiir das hypoelastische Stoffgesetz

Spannungsgréfien und deren zeitlichen Ableitungen (Spannungs-
geschwindigkeiten):

558G G (%)

_ﬁ*-z?_ﬁ‘u I - A
- = 7
s;, 3es'

d - -

i - % ‘S ”

g ok (%Y 5 "% O

Y yy a2 Zx
. DXy -
G <P
A g (38735 -58)5, 6135 155,
% -5 130G, 266,02 9,6, °2 %6 |
L = T [ S B % 256,265,056 |




Einsetzen der Spannungsgeschwindigkeiten in die Stoffgleichung
(effektive Spannungen)

2 4 G;-hl z;c.t ~ 6."5
G350 =) %
;- 7 3');*6;;*63; 7 P& b 2/ g < ]
Gur 3[BT (026 05251038002 6,6 126,6,0205)
17 2ty A s
+22 36;! JGy; JG-;&)
A Y Y AR -~ A PV I R A
Eox ={/j( 3¢ 3,1;‘/) o 7 (JK s ‘g%‘,]s;, 9 ¢a Jﬂg‘,)aﬂ
_ZG‘-_\:! 26[:. - Zaix 5
ImE, Y Irt s 92 G2, P
Entsprechend fir £ y und g€
NOVZ A Ry P [rZ-8u o, (1 4 G )
Ly 19k 66~ anz./ O Tlok T 36 " gy, Oy T 19k Téa 572.) %
_ 26y 28 = | 264
Ity 0 May #  Gur, **
(Ge+k-32 )&
.__-_. ./.__
K 64 ym:d /5/< é :mz }6 k578, ) €
_ 2% ~ 26y o _ 263
e, U T ey Iz, Bx
£ - L6 =g, =4
Xy T 24 xy - bl Zﬁ'_y
. A g
Cye =2z G T8y 22,
q = _.4— 3 = - = 1 .
‘Eéx T 24 6;)( _g’& Zﬁx



Zusammenfassung (Matrizenschreibweise):
. I~
£=C¢&
Mit 7
E = [“-xr ’ érﬁ ,‘fli/ Zéle 26\7?/ Zgzx ]
I =[6a,5,, 6 s, ]
G' =[ X 1 Syy 22/ 6-;:51 Vi) 6"3,,,

ergibt sich C zu:

und

1,4 6o A1 Y 1.1 G2 20k _ 260
3K 36 IV Ik 66 Inly, Gk b6 iy 511 2%¢s INGy
1 62 a2 1 1 62 263 2632
1.4 8 2,7 Op 1.1 5z _L0x _“Cy2
Gk & 9nx, % 36 INLy 9K 66 Nty  INLuw INGes
]
Pt o1 82 1 1 68 1 6l _ 26 26ve
P O T T B 1,1 G £y - 3
"9k €& ING, 9k 64 I, & 34 INZ.. I L P4 2ecs
17
— o
, ag 7 o z
/
t 0 a ag o &
0 0 0o 0 o
oder _ o )
“C‘ G cJ o o‘l + 7 71 1 1 1 6;:
G ¢, o o 0 7 7 1 1 7| | S
b
- |4 ¢ ¢ 0 2 1111 7164}
= M
C- ¢ o Ml o 000 0 26,
o 0 O ¢ o 0o 0 0 0 0 26y,
0 0 0 0 0 & gaoooo_Lch;,

A

n

"
Ria M
BTN




=21

Huys-

“Poyy4 -

Yl uy» -

PINY 94

g vy -

49 9y %~

Hguy4h -

ig~27» 1))
49 oryh-

“xg gy -

rgnyy

0 o 0

(7 o g

0 0 0
ooy - %@ Hye- o oy~

PRMY I+ TINET PUAEN I DT P -0 2

Fogrz- Sanyz- Fomy 2—
PIUNE- PR WIZ  PYny 9+ U7 TRHNE- P2 HOZ

f9orz- Mosyez- P90y 2~
P E-TRUIE PRUYE - PO 1Quy9t P w7
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Abkiirzungen (Hilfsgroien, die

2arM Gy = g+ 26 =¢€
SKM Gy b a-b =f
2 K6 =c

4, ’e-z_‘fo 4,(’/’CED
= P ‘ D

9, =e < G Ay =f-c&
jt. =€ CS"D A’g =/ < (7:‘;
3, Ay 4, Z, I;V L*—|

P he 9, s be by Le

® X A, A_j 9; t., 7, 4

0 7] oy o 0

e o o o J ¢

La o © o 2y

-Auflésung nach den Spannungsgeschwindigkeiten

Die drei unteren Gleichungen ergeben:

G, =62,
G)'., =G 2 &y,
G{x :G.Zééx

Eingesetzt in die drei oberen Gleichungen:

o T o 1(56'/ *A

5 =

.7)'/”

= xn*{y +.7efa
w »
oder erxx +/l]6)—? é 5;; —,;'
A Oy, +\7y6;3 #he G =,
., , ;
/11'6;1 "Ay% *9.:-6;;‘ =

-(@ G+ 3,65y 4G

nur hier verwendet werden):

o =78 KarMio s
d‘ = -
, 2e &
l,, = ~Zc Byz‘
i = ~Le B

_— —

—_— —

/
J

Y} f/LZG’ 7 626,!7 *)1:626;1"‘ /EGZCJ)( /

/

£5



mit 2 =ME, £ G2 ,',] -~y GLE,, ~¢,GIE, (g wird nicat summiert)
jx /Ly /?E
D2 \be G iy | =29,9,+ 44k * 4, hyh-g4 4 -9 44, 94,4,
Ay by 9,

= (e ~L@f)[e-cG”0/ (e-c q,f fZ//'-Cg;)// —-c%?}//—c (a:x‘p)
(- SR)Ee-<8)(f <62 -(ec GLNF-<63)(F -e6)) ~f-cQ)f-<62)r <§4,)
= ef-cd') -] +ehih] ceq) +2eBl 62 rete 6263 -c? gi62
*2f7 - 2(*6) -2{*60 +2YGIC2 o/ 6L w2 /6262 2 636,22 (6242
-ef* +c/’25;; reef @ /By eltcef b {62635 a7 »J2ded
ef toof G scfly ~Sf GG reef 6 e blEP-cf 6363 7’83563
of? tcef 67 1ef' R SLGIGL reef G e b3 8] 520 wGHI?

Unter Beriicksichtigung von GLD = 0 ergibt sich

o= e? f2f1—3c/z
=[(ar26)® + 2 (a-§)3 -3 (as2b)(a-8)*]
=[(26 1K) 42 (26-3K)3 - 3 (G +K)(26 3Kk ] A28
=M323 [863+ B G +21 G210 K3

4663 - DG +loBG A —SHAS
~ 246G + RGK ~BHGR ) G 1w 28G #2162k ]

D = 486 KGHM Y

r,
-, ax P x y/_’é
u=7=b—"’;3, A
T h %
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G4 Rg85h% EhG B3 % R A RN
K(5,8 HAh) 5 5 G4 ) G kg h)
599, hh) 54 (g ) 5tk (% -9,)
=rlle-c5)) (e 60) - (fc 62) (<525 <GV ife) * 5 (<8I0
hleecql 62 +c G262 [ruc/ o) ccfe) -G G

o [et-frice6d -cfedh . (62 - (52 +52)
5 (@*+4ab +46%-a* +2ab - 6%+ 6,035 )
4 (2-6-26) ) (~35)

4 (a-b-ct7) (~36)
“3b[5; (Za+b+c62) -1 (a-b-c6P) ~r(a-b-c5F)]
<I6[(xEym(,G26, 4 G2E, 5625, ) (Zarb +< G )

" (XE,~4,G 28, 4G 28, 4,6 26, ) -a*b+c 6]

f(O(ZQ—-..,, )[ fcb;:)]
’36[240(5;,"4065'” —QxEy

1t

[}

L]

"‘60(6-'“ -r‘bo(éx’ +50(€'E£
-35G (42&',’ f{,Zg}e *{.Zé;x )
rex (G4, *F}ybé}'y *63;5&)]

Q= 3bu[(2a+b+cGR)s, *(arbrer)s, +(arbrct)s,

35 . - 356 . : . .
) ;L’ng"? T x 6% ’\%IJGZE;M-/

5.'," J-3 KA Zect-18 KGHM 2ot [] _ 1/ [/

w 486 K1G 3% 3m Z.



YoMz, VT By
fe-364358 B Jin r 55 P2k,
SR, i Bz,

- T i
T p D ﬁ:. ,;' 5:

Oy =’}9x92 0 /'kAi * /;4141 -rh A 1A 4‘ "’;92/)
Indexvertauschung: & —=y j‘}/—.ai-/- 2 > X

- 7/
-~ (7:; _— 6;]

- !
Entsprechend erhdlt man auch Gzz'
N -
G = 0D€&
mit g’ = [ B, .6 &G

~8,.9.5.,5,.,%57

° ra
£ =/, Epyibany 26, 28, , 26, /
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[ 4 2 2
K+36 K-36 K-%6
2 4 2
K-36 K+56 K-3¢
2 2 4
D= K—gG K--3-G K+-3-G
0 0 0
0 0 0
0 0 0
—
1 1 1
1 1 1
1 1 1
+
0 ] [}
0 0 0
o 0 o
. D D D
«diag (O Oy 1% xy,oyz,am).
D=D +D

-

LO




Anhang zu 4

4.1 Elementmatrizen fiir den ebenen und den axialsymmetrischen Zustand

Siehe hierzu auch ZIENKIEWICZ (1977).

Fest vorgegeben: biquadratischer Ansatz fiir Verschiebungen; Ansidize fiir Poren -
wasseriiberdruck biquadratisch (8 Knoten . quadratisch-linear (6 Knoten) und
bilinear (4 Knoten).

Abkiirzungen: EV = ebener Zustand (ebener Verzerrungs- und Fliekzustand}

AX = axialsymmetrischer Zustand

* 8-Knoten-Interpolation fiir Koordinaten und Verschiebungen sowie

fiir Porenwasseriiberdruck beim 88-Element:

22
q 2 3
7o =% (1°8) (#7) (-1-¢+7)
A - =14 (1-g) (1)
i i =2 (148) (1+q) (~1+5+4)
e =% (14g) (1-p2)

(1+g) (1-7) (-1+¢ 7]
(4’3‘1)(4—7)
(1-g) (1-7) (-1-¢-7)
(A—ge) (4-72}

[ N

Al

T R T
LS SEIENF O ~t‘\l-\ (RO TEEE T TN



%{;2 ;4(23:7)(1*?)
gila:—g(wz)
NI _ L (264+7)(1en)
R LG e
24;2'= 30

&

205 . 2 (28-9) (+y)
LLrd = —-f (4-{)

g(zpz) (1-9)

We = 1 ()

o7

Y.
27

o7

M _
°

QNZ
°y

"

2N

‘67

N
27

M _
2y

Lz F; (1-§) (-§+24)
=3 (1-3‘)

g _ 7 (144) (g +2p)

_‘(44-?).?
7(78) (-g-2y)

~3(1-¢*)

=2 (1€)(§+2y)

—{1-5) rd
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* 6-Knoten- Interpolation fiir Porenwasseriiberdruck beim 86-Element

9 2 Die entsprechenden Ansatzfunktionen erhilt
7=1 man z.B.dadurch, da® im obigen 8-Knoten-
Ansatz P = N° > die Funktionswerte p,
é ,E‘ :P—? und pg eliminiert werden.

LY & Lineare Interpolation entlang den Ridndern

h=-1 # #=1 und 7=-1 liefert die Bedingungen

B= E‘I; E.) und P5= a‘a‘_ﬂl;

Der Ansatz fiirs ganze Element lauter dann:

PN B K N N BB N 4 N

& 8 a
p o) p s (Rent)n + MR (057 ) o5 1

Daraus folgt nach enisprechender Umnumerierung: s P =
P

A/ i q1 1 * Z

NE =N 5= 18 (109) (-1-gep )+ § -5 (1-8)(1op) Jd ks

A= (r8) (1p)y
N =g = 4 (1) (100) ¢ (#2)(4) (- 1877
ME =L (1) (129)7

A=A

K = 587

W= W B = G g ()08 ) £ 50180 (1)
N =G (18) (11

=g 32 01g) (1) + E (1)) (15U
N =-¢(18)(177) 7

"
¢=z(1g) (177"

2 02



3,—”"='3“*7)7 2—;’5 = £ 1) (1:2g)
%—;“ = G (1)y %‘;“ = F(1+§)(1+29)
2 - ) U gy
,aa__;v;, ’5/”‘?/7 %‘? = —.,—1‘/"*‘3/ (7-29)
%“ =5 (77)7 %‘745 = —F(7-§)(1-24)
,g';‘/‘-‘ =-4(1-9Y 3’;‘6 = =107-8)%

Analog 1a8t sich auch eine 7-Knoten-Interpolation ableiten. Diese ist in CONSOL
ebenfalls enthalten (87-Element), wird jedoch in dieser Arbeit nicht verwendet.

Die 6-Punki-Ansatzfunktion 1d61 sich auch nach ZIENKIEWICZ (1977). S.158, direkt
anschreiben. Man muf dazu die dort angegebenen Schritte 1 und 3 durchfiihren.



A 20

b 4—Knoten—lnterpolation fiir Porenwasseriiberdruck beim 84-Element

/Mﬂ = %/1—-}-)[17)
NP 2 (1))
/\é" = 3(#?}(1-7)
/V,:’ = 1(1-‘§)(4—7)

;
g;_// = ~L(1+9) ?ﬁ’f = Z(1-g)
2~ (1) 2. gy
=00 Y- -frg)
%’:- 2(1-y) o8 Ll



Verschiebungsansatz, siehe Gl.(4.3):

ad

u = N, o,

bei allen Elementen:

g, N o Moo ..
4, 0 N8O AP
<1

beim 88-Element:

P Lmims . ]

beim 86-Element:
~ I
F=lming . A
beim 84~Element :

Il LAAARAIA

n
4

Pr
fta.

P

o
vy
2%

84

.”ym,"

(2



Koordinatentransformation:

A 22

461

5
 —_Rotatersachss
ba/

)
<3

'
N =N, : 1soparametrie beziglich Verschiebungsansaiz:

Riumliche Ableitungen:

?—M'. ,aM'n
X ) 3' ’as
2y 27
31 . . . Jacobi- Matrix :
W onE
I ETY VY4

Differentielles Flichenelement:

dxd_y = det J::{;d7

hw_: = 3

Ly

g



A 23

1
LA 1) -

J S Foapayen 55 4 pi8.0

-1 G
H; und Hj sind die Gewichtungen an den Aufpunkren.
Fiir die Gauische Quadratur gilt:
1§ 4,
n=7: 0 2,0

n=2: 08577350269189626 10

n=3: OFF459 66652 ¥1¥83 G E5555 T5555 S555%
o 68888 Saggs Sa8a§

n=¢: 086113 63715 Gyos3 QIvTaS B#ST STHSH
q 33998 fo4s5 8856 0,6521% 51548 625¥%.

u.s.w. siehe ZIENKIEWICZ (1977), S198.



ELEMENTMATRIZEN

Integrationsbereich:

7 =T
v _2‘4 : rﬁr__

"Einheitsdicke"

"Einheitsbogenlinge"
Steifigkeitsmat rix:

v ke=&fajoau ety k=808 x iy

n n

K.=2 2 HH; BB, cerd’

iar Jot

|
l
I " ”n

| K-35 4k 808,k 3

= Ikl !

Hi , Hj und JF(und x) hingen von g; und 7; in oben dargestellterWeise ab.

Die Spannungs — Verzerrungsmatrix D ist im allgemeinen Fall ebenfalls von ¥
und n abhédngig. und zwar indirekt iiber den an jedem Aufpunki unterschiedlichen

Spannungszustand.
Im linear elastischen ( K,G = const) und hypoelastischen Fall { K,G = f(§')) gilt:
Kré6 K-36 K-3a o
k-3¢ k36 Ki3a o
k-3¢ K-3G6 K46 O

5
T,

Die umfangreichen Formeln fir die elastoplastische D - Matrix sind bei SCHAD (1979),
§.78, zu finden.

D=

Die Ableitungsmatrix Bu ist ebenfalls von g und n abhing'g; rdumliche Ableitungen

und deren Transformationen siehe oben.

]

EV one aNE N 5] " oAL8 L AX
‘%w/\‘(,_ 0 ,574 D.A.E_:;O: ;g_"_ﬁ_ o als 0.,% 0
208 e o 24 s A

5 0 ko ﬁk 0 ,S;IBI' o 2 o % 0’
= = (] A .
o o o0 0 .0 0 | %’ 0 K& o -Ha o
N ot DME B 2 pn8 NS LD
99;’ X By 9% gd"%f By 2%
L y y “| L y Y
p I ¥



Koppelmatrix :

2 v
ST Kt 88 arF
ié _-i:f /':4/‘: ! "6 apqu@/-"
Wy
2%
mit 4 = aﬁn—
2y

A 25

M

x

W

2y

N, 7 £ .
=33 L HH B8 ket F
LA m%,[‘: J f’q’x

e
ox
?—M-M
2y
Zn
m = 8,6 oder ¥



Enorenkratie,
* infolge Randspannung: l

,{3 =/MrtAds || £ :/Nur{xds
Se

$. te

( SlebZWA dS in x-y-Ebene )

|
fud AL .2 2 % n " e 12 gt
[ =5 anEIE G £ - 5w aExlig)ET
i=z1 I ;

fdr n = const,

e is =7

Y

” D) L 4/I 2 1 , 17%
-8 AM I GYT -2 A At lly) ()]

fir § = const. siche z.B. RUNESSON {1978 ,iL.6)

Sonderiille, die fir das Programm CONSOL vorgesehen sind ( geschlossene integration}:

-Linear. verinderliche Normalspannung auf geradem, parallel zur x-Achse verlaufendem

siementrand: - l

o
Y §¢
43 m ‘\r

§, = &axltox &, -4xa§)

>

P A A
6»1‘3'6 aX (20 Xpn By, * AX A5y )

.
3
i
win
b
x
&
E

4 4 <
£ = oo 2% (104,.5}—4):4@)

S
N
n
LR
o
x
s
X



-Linear verdnderliche Normalspannung auf geradem, parallel zur y-Achse verlaufendem
Elementrand:

Yo
Ay

= ! 2 1 2
{X.o - G—A\y Xo /X GA_yxReKn
_ 2 ~ - 2
74,,-, ) ay 6:"' ll);n 3 Ay *e 6:"'

x
©
\
Oa
[»%
Lo
AN
.éq

G CETNLD  c— em——— —

* Einzelkridfte:

Dariiber hinaus kénnen beliebige duBere Einzelkrifte in den Knoten durch Addition
an entsprechender Stelle des globalen Lastvektors beriicksichtigt werden. Diese
Krifte stellen dann integrierte Linienlasten dar, wobei zu beachten ist, daB sich
die Integrationsbereiche senkrecht zur x-y-Ebene iibes die Einheitsdicke bzw. die
Einheitsbogenlinge erstrecken.

|
£y NI AX
BT _a N




4.2 FE-LSsung fir einfache eindimensionale Fille bei At=0

(linear elastisches Stoffgesetz)

Gleichung (4.10): K u - C'/o =’[
-C u =0

1. Elementmatrizen 4 §

- quadratische Ansatzfunktion
( u;p bei 33-Element} :

N, =5(&+1) ¥ T
Ny = 1-F
Ny = F(e-1)8

- lineare Ansatzfunktion X
(p bei 32-Element):

i

N, =5 (10 )

Ny =5 (7-§)

t

a. Steifigkeitsmatrix ( fiir 32- und 33- Ziement):

K=-/808 o
d



05
[?*i‘
e R o ST
7 d l +%
26, LS A £E
= a -2g-¢ gt -aghelg d?

L ! ‘:’7- -2 ?lﬁf g‘—rf%’_

+ + "
r.:/?zd =§ /?dE =0 ) _'/“““4 dg =2 Cong_{:—l

£, F -8 1
K = S, |e 6 -8
“ 4 -8 7

b. Koppelmatrix

C=f5urNF o

- 32-Element (p-Verlauf linear)

C.=§ / 2;1 z("f)'z(”f)] ox
2

7 e
| EL e L S B
7 é* B L 1
=/ _El_g ?a_g d§
-1 . o oal g
1 $ 2. 1
Ef* %—Tf -7 ‘P? L



4 S 7
C=¢ |4 4
-1 -5

- 33-Element (p-Verlauf quadratisch)

2 g3
C= 7 2% | [3(1+§)§ ’4-?1’ %(?-4)“0',
< (&%
41 —3 2 3 t i
Silget -etlief T-f-2
C = _?;_?; 2?3_2? _?Z“ ?: d?
-1 3 L ? L- Y .
55 I 1 TE I SLIOY
P
C - L | ok
4 -4 -3

2. Eindimensionales Problem, zwei Elemente, oben entwissert

Unbekannte Verschiebungen: Uy, Uy, Ug, Uy 1] —
d,/g; soe DN
Steifigkeitsmatrix:
K H] ,% + % 30—
2
- — E‘
* g8 1 sg ¥
s ~g§ & °¢ @)
E" a 16
K- 7 |- L .8 ]
- —-— (o] S o
3 a9 g, a iy
p g Z.% 8 (reduziert, da ug = 0]
a4 @ 4'q g
) o & %«
3 dL
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= =

Inversion: 1
o+ 1 % +1 1 I

. 4 R 4 %

K-1 _ 1 < +1 e Z
WE-J. ’]

4 1 1 H

b ! bt z

p2 Z Z 16

Koppelmatrix und Ldsung fiir :
a. @und @ = 32-Elemente

unbekannte Porenwasseriiberdriicke: P3 und Py

Koppelmatrix C - cb * C@

1 (o}
=114 o -
C = 6 o 1 (reduziert, da p; = % und ug = o)
-4 4
Aufldsung nach Porenwasseriiberdruck:
Aus Gl (4.10) folgt ¢’k P = Ckf
3 3
ke 2 |3 gt g
b E, 3 3 ER
d‘ 2 [N?1 )
T -q
C K C - Gq Ej A 2
o+
T ! !
- K = . {
LGS: ) (ra) A Py oc44
= 2 q
1 2 Ps



— o e+ 3 £ = Fa=9 2o
P = / P2 =
oo +3 g Yo +3
. o2 == fe-? _ . &
Fe = Yot + 2 ! glc‘ 7 Ho 23

Durch lineare Interpolation:

fo=flpro) =

Gor+3 L Pw2
fx+ 6 KARE

b. @ = 33-Element, @ = 32-Element

unbekannte Porenwasseriiberdriicke: p,, P3:P;5

Koppelmatrix C-= Q} * C@ {

o -4 %
4o 20 © o
C‘rk--v - d . ard %W3 3 %
bu £, 3 3 3 2
| (3
o 16 Yo« O
1
CKIC= g |t Heel 6
3 ° é 12
. d [4‘«
L AP Rt )
o E; 3
LGS: fa v © Fe *
2d -2°‘+‘ 3 r‘ = 3 o+ 'q
0 2 6 Ps 3
3 . -
~Bramrd T e
6“’45 < _2::.3_
Fe= Yavmd / %z Heen
&2 a
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3. Eindimensionales Problem, drei Elemente, oben entwissert

Unbekannte Verschiebungen: Ugs Uy, e Uy
Steifigkeitsmatrix K = ,(/® - % +/@
7 -8 4 0 o
£ 146 - 0 o
1 @ THa Py &
£
K o 0 ~fu Abx -dx
dd, A
0 0 o -f ?«*7,&
o ¢ 0 o -fa
Inversion: «ﬂ +D(+ﬁ af -‘“’/5-
% ¥
'Zé + +ﬂ. i a{ﬁ {3
K- s o rf2 xefb
7 I4
ﬂ N o0+ g X+ '3
o &
« x
z Z
=z

Koppelmatrix und Lésung fiir

a. @@ und @= 32-Elemente:
s

unbekannte

Koppelmatrix
4
&
C-7|o
4

-

-1

0

Porenwasseriiberdriicke P3: P,

C-.-qD +C@-&C@.‘
o O“
0 ©
1 ©
4 0
g 1
g

Py

o
0 {reduziert,
0 da u, = 0)
-3
46/_&
«+fp o %
pH-/l ot g;
O{v-ﬂ o ?
4 rré ﬂ(*%
o «
% o
2 z

(reduziert, da Py = 0 und u; = 0)

® o

;4

g/, = «
a,/d=8

4

o

R

A

MR

e MR MR A o R

L
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3xpa +303 %uﬁ-fB/.z 33 :‘;‘ﬁ 0

T -1 _ o, . N 9
c' K —55\;06/3 3x 3/ 3x+ 33 3«43/1 das TR 3
Ja 3o Jo Jx 3w
. dq _2 (=(+1),3’ ﬁ o =3
CTK 1C = ' 2 o
6E xfp I )
0 [+4 L%
- ds (xr1)f2
-C'K f =

25_1—°‘ﬁ oerfi ‘7
LGS: —2 (ert) B 3 o | [ (et1) (2
ﬁ 26f3) < |{P]* 3 |xqp2 9

1o & 2«| | p, o

Jur +hu 1203 +63

/Ci:’s

bt +ba +ExR +68 7
mit peoyid
Jog tRu + by b 3¢ #4
PJ e or 3 7.8 9’ /' éfj e X —-
Goy +for +6f +6 6avv+fe(+£f+é

Durch lineare Interpolation:
- _ycld"+42ﬂ¢£e“*6 ? _ 3ut+4o(\‘£tf-é

= S
fe 12 o 16 & +12f 12 / re 429(, +M6 o 12y +12

b. @ = 33-Element, @ und @ = 32-Elemente

unbekannte Porenwasseriiberdriicke : p,y, p3, Ds» Py

c=6-C%

Koppelmatrix 4100
6 a
4 0 & e
C- (S _g i ¢ o {reduziert, da p; = 0 und u, = 0)
o -1 07
e 0 % %

whe Flw



4afd 23 o0 0 0 o
PRI I LA 0O S
c - GE G’ﬂ P ,2 ] Y
S 3xe3f 33 JuedB I 2 Za
Jx 3« 3o 3« 3x f«
foxa 4e@ o0 O
eKC - * bafp Hapelip Gp O
J&up | o 6R Mt fx
0 0 bor dx
4o
. .
_CTK "F= — - {xpr3f 9
g% U(ﬁ 30{ .fsﬂ
S
LGS @ 2¢p O 0 Fr A2fs
s pep 340 P _ | 34p+ 9 q
0 3B badp 3o Ps Jx+9p
K 0 3o 6"‘_1 P 9
/D . Jx s 2afl +300 #3042 ) A= Ra + 1272
L Gt bap c2ha e |7 Jort s b+ T2 4128 7
mit l’:d‘, /dg .
_ \70(1' +42& fjonp +30 ‘ Bup + Y +6¢ +E
£ = 7 Epe T
Gxp Lo ¢ 24y ¢ 24 Goy +8u 2244 #24
Ry +12 . 3¢+#
A= —X 7 S Epy =X -

Jo{d' Fhu 1240t 72

éo(f + 800 +2‘r‘d~f26¢



4.3 Zeitschrittschranken At min fir lineare und fiir quadratische Porenwasseriiber—

druck-Interpolation

>4
xt

: linearer FE-Ansatz quadratischer FE-Ansatz

Die Steigung der exakten L6sung§€_ soll an der Stelle X = 0 kleiner sein als
diejenige, welche durch den FE-Ansatz
P=N, P
ohne "UberschieBen" bei X = d, erzeugt werden kann.
Beim quadratischen Ansatz wird weiter gefordert: g@ (§=d,)=0(Maximum)
3

Linearer Ansatz:

P=3(148)p, + J(1-8)p (s0.tnbang 42)



Quadratischer Ansatz

~ 4
<

F=7 /¢ 1/}'/5,, . (4-?3)/:,_ 42 [y,q)j' A sAnh.62)

-

9 ~

Mit p=0und P =?

Weiter soll sein 32?: /? ==1) =0 ( @—f < ¢ erfillt )
ot

0= 2p "'237 ~F 6“1?
~ 2;?5- (}::4} = 42-1-§? + (1-:.}.‘} = -3

W _2F 029
2% ’a'f T3 ‘71

Exakte Losung nach TOLKE (1962):

5 - L, o X o ¥
—=Z'7' Dz,o (Elae) mid 3 m wnd € = (2/:),_-!'

Fiir kleine # (normierte Zeit} ist die Verwendung folgender Entwicklung fiir

DZ,O zweckmiBig:

=) ('” o E
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Nimmt man niherungsweise nur das 1. Glied (n = 0), so ergibt sich

-rz:
e ¥E
4,9 v — /
V&

furé:O
A
5, =
S )
~ 222208, L1 _ 2
2% eg 0% ’ VsF»Z‘z ﬁya?

Fir lineare Interpolation soll nun gelten

Daraus folgt mit ¢ '—A{,' : d
7

Fir quadratische Interpolation gilt enisprechend:

‘7, 9
g T IfrgE




Anhang zu 5

5.1 Bestimmung der Parameter des hypoelastischen Stoffgesetzes -
allgemeine Ergénzungen zu Abschnitt 5.1.1

a. Bestimmung von M0 aus CU-Versuch, G’r = const

Nach Gl (3.13) gilt:

ap=[3%

Aus der Zeichnung:

T

Durch Gleichsetzen:

Ap =

s }ff?@lz(w-ﬁ"}
= 7+3 fon (w-0°)
7 7

202 Kug
M=
7 * 3 4o (w-5%)
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b. Bestimmung von %a und GUR aus CU-Versuch

Es ist 26 = 6.;—6.',:
&a T &

Wegen Volumenkonstanz gilt:

&', = —é;x-ZéP =0

Daraus folgt:

Somrit ist

und mit '61_ =0 (& = const ) ¢ Standard-Dreiaxialversuch:

&5 | 1

& £
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5.2 Bestimmung der Parameter des hypoelastischen Stoffgesetzes fiir den Konstanzer

Seeton - Auswertung von Einzelversuchen

K
IENM]A Kompressionsversuch VD5 © [
- O [
4500 h y
o, %8
Ao /
@
©
Sto /
&3
(@)
’ ] 25 So s L ‘6:,
v W/.‘j
-
[tpet]
Kompressionsversuch VD5 /
fm—— . . 7-_ LT
/
fotp—— == -
/] | Ker st
B E— — | i
/ ("L/ |
| | / | {
o ‘/L'_:_ == = Y 1
| = . o
o r""""—'—"———_—— ; L L =

° 0,08 Fe ars aZo ~&, 11
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CU - Versuch VD§

1‘210
! » SuN/m*

Ay = 2170 &N fn*
For K gm 250081,

(opmr]

100 150 200 ~sy-s Lkn im*]

CU - Versuch VD 3

4

G CU -~ Versuch VD8
&\
(G
6000
Z2-1%
[ )

Loso

& . _

- ° So oo 150 200 6;’ [Hotjot]
=-cleotyp’
(e 8ttfus j pr 21°)

/‘/ R i

T &_»SokN fm2
* 1} T :
9,02 2,03 0,0# Gos
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5.3 Zusammenstellung der Parameter des hypoelastischen Stoffgesetzes fiir den

Konstanzer Seeton

Folgende Parameter wurden durch Auswerten mehrerer Versuchsreihen ( VD1 ~ VD13)

als EingangsgroRen fiir die numerische Berechnungen festgelegt. '

Schwankungs-
Parameter Wert breite ca.? Dimension
K, 4o0 200 &N /m*
X 15 3 7
Ko 2500 7000 KN /m*
P’ 23 2 Grad
c’ 7 3 kN/m?
Mo 2000 500 ) | At
X, 19 5 7
G.e Jfoo - % AN frrr?
n 1 9 - 7

1y bei Kyyp = 2500 kN/m* = const
2) nur 1 Ver:such

3) angenommen
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5.4 Einige grafische Darstellungen zum elastoplastischen Stoffgesetz aus der

Arbeit von SCHAD (1979)

e s W usahunlyToTAY USISID I2p IJIOM

— — —
- = X AUTS + £ _ . oo - -zZusxn I9p 3¥aubTrexs yoopel
\-.\ - Saurs grz %3 T iuoraung asp 3texbraeasun

0 ST x, Tf// HK\

1: 4
!

/...
B — aus - ¢
Jenualod s
wmﬂum_umm_l a_ purs + ¢ v
2vpiTs T ¥ = aw JE Zppegp=
R
' — :I_ L me |u§\uumxw =3q—p
. P 3305 ——
L/ 0 U.I.ﬂ.i.—lﬂWlllm,o = »*
: e,
¥
mm\.u T woo w ol
lh\*o
purs + ¢ 3z 0 g _ wod
Gurss —w * GTOER T A0
5 .@‘:ﬂmh\_.m wpuen
a..n.\ it
>

sWweygend S Begf=trpzpet

Fliefflache und plastisches Potential in der
hydrostatischen Ebene

Bild 2.12

S.67: SCHAD
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FlieBkurven des 4 c = 3+ s::_n )
Modells ELPL ) x 3 - sin ¢
(Gleichung 2.62)

Bild 2.21: FlieBkurve des Modells ELPL im Vergleich zu der FlieBkurve
.79, SCHAD von Mohr-Coulomb in der Deviatorebene
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5.5 Erginzende Versuchsergebnisse fiir den Konstanzer Seeton

Versuche zur Festlegung der Stoffparameter

Nr. Quelle Bezeichnung Art Bemerkung
(neu) (alt)
T I
VD1 Ulrich, 1976 7605 cD | wird in 5.2 nachgerechnet
VD2 " 7606 CuU [
VD3 | Ulrich, 1978 Kliranl.Konstanz | CU
VD4 " " CuU
VD5 Bu,1979 va Kompr. | s. Anh.5.2
VD6 Bu,1979 \'#3 "
VD7 Braig,1980 ** Versuch 1 cu
VD8 " " 2 CU s.Anh. 5.2
VD9 " " 3 Kompr.
VD10 " " 4 " + CU | Ent-Wiederbelastung
VD11 " " 5 Ccu "
VD12 | Bu,1981 - cu
VD13 | Kreidler,1982™ - cu

siehe hierzu auch ULRICH (1980}

L L]
Diplomarbeiten am Institut fiir Grundbau und Bodenmechanik, Universitdt Stuttgart
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